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AVVERTENZA DEI TRADUTTORI. 


Questo secondo volume, come si annunciò nell’Avvertenza 
preposta al Vol. I, contiene la P. III “ Sulla risoluzione nu- 
merica delle equazioni ,, e la P.IV “ Sulla teoria delle so- 
stituzioni ,,, e completa la traduzione dell’ opera del Sig. 
Petersen. 

Nella P. III, che potrà interessare gli Studenti non meno 
che i calcolatori, i molti metodi vi sono esposti con nume- 
rosi esempi e con notevoli modificazioni dell'Autore p.es. quelle 
al teorema di Newton-Sylvester (cap. I, $ 10), quelle al me- 
todo di approssimazione di Newton (cap. II, $ 3) ed altre 
molte. L'Autore accenna anche al metodo di Griffe (cap. II’ $ 4); 
ma i recentissimi sviluppi di questo eccellente metodo per 
opera del Sig. Carvallo ci hanno indotti ad aggiungere in 
appendice un riassunto della Memoria di Encke (1841) e di 


quelle dello stesso Sig. Carvallo (1889-91) su questo sog- 


getto. 

Anche in questo volume abbiamo aggiunte in note quelle 
amplificazioni che ci sono sembrate atte a renderne più age- 
vole la lettura ai giovani studiosi; specialmente nella P. IV 
abbiamo fatti parecchi richiami a lavori speciali congeneri, 
e a preferenza al Netto-Battaglini “ Teoria delle sostitu- 


zioni ecc. , 


Foggia, novembre 1891. 


G. RozzoLiNno e G. SFORZA. 
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CAPITOLO I. 


SEPARAZIONE DELLE RADICI. 





$ 1. Limiti delle radici reali. 


99. La risoluzione algebrica delle equazioni di grado su- 
periore al quarto è, come dimostrammo, possibile soltanto in 
casi del tutto particolari. 

Tuttavia, se si ha un’ equazione i cui coefficienti sono dati 
in numeri, senza conoscere la forma algebrica delle radici, 
sì possono determinare i valori numerici di esse con quell’ap- 
prossimazione che si vuole. Per effettuare questa determina- 
zione approssimativa, si devono prima separare le radici, cioè 
per ogni radice devonsi determinare due numeri, fra i quali 
questa e nessun'altra sia compresa; se si trovano radici mul- 
tiple, si deve indicare inoltre il loro grado di moltiplicità. 

Questa separazione sarà agevolata, determinando primiera- 
mente < l2miti delle radici, cioè due numeri tra i quali giac- 
ciano tutte le radici reali. A tale scopo abbiamo parecchi me- 
todi, i quali per altro danno tutti soltanto un’ approssimazione 
assal incerta. 

100, Primo metodo. Sia l'equazione 


mi —_ - => 
dela ie: oro id 07, 


dove — a,, è il primo coefficiente negativo e — a, il coeffi- 
ciente negativo numericamente più grande; per x > 0 si avrà 


allora 
gent _1 


n nem N-M=1 Ca 
VI ai(L a, o let) e ——_——— 
n( ) o) x 1 ? 
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e quindi per x > 1 - 
x < CARTE 
a 
Pigi? 
donde segue 
M_-1 
i SO Cani AI 


ovvero (cangiando x°71 in (e — 1)"-1) 


Me 


Ho < si + NI dp . . , e ° . . C (1) 


In questo modo si è determinato un limite superiore per 
le radici positive. 

Questo limite può rendersi più piccolo nel modo seguente. 

Si ponga 


=" 
(74 
e si applichi la formola trovata per determinare un limite 
superiore di y; così si ottiene 
Iii 
y<1+Wa,22 {1}, 
quindi 


ù ia 
XC < a - NG Ola . . . . . . (2) 


Siccome x è una quantità qualunque positiva, si può sce- 
gliere quel valore di a, pel quale il limite trovato sia il più 
piccolo possibile; questo valore si determina per mezzo di 


Li p_m na 
Sppern] la a” [2] 





m 
Ovvero 


== mm Ts 
p 
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[1]. Dove -- ap non è sempre il coefficiente negativo numerica- 
mente più grande della primitiva equazione in «. [T\] 

[2]. Ponendo cioè a zero la derivata rispetto ad « del secondo mem- 
bro della (2). [T.]. 
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AVA p 
DN Pr FEO a i 
< TS -( as ) Ay= p m"(p _ pra gee- (3) 


formola, che per p=wm cade in difetto; ma in questo caso 
la (2) dà per a= 00 


donde 
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Qui non possiamo prendere per a, il coefficiente negativo 
più grande della data equazione, poichè questo non è neces- 
sariamente il coefficiente più grande dell’ equazione in y; per- 
ciò dobbiamo prendere il limite superiore che si ha, pren- 


dendo via via per a, tutti i coefficienti negativi. 
P. es. 


xr$-x° + 5x05— 15x° — 47x41 +a3- 711a?— 313exr +1=0. 
I valori limiti sono 


ata, dh a GI (ARIDI 
15 47 CIA 313 
i IT ai, Glen EE, 
4 27 5° 6% 
donde risulta che 5 è un limite superiore delle radici posi- 
tive. In realtà il limite superiore più piccolo in numeri in- 
teri è 4. 
Cangiando x in — x e cercando il limite superiore delle 
radici positive dell'equazione così formata, si otterrà, col se- 


gno mutato, un limite inferiore delle radici negative della 
data equazione; si ha così il valore limite 


6 
711 
n: 
\'16 


sicchè tutte le radici reali della data equazione giacciono 
tra — 6 e D. 

2 RSA it pn s 1 

Se si cangia x in — e col metodo indicato si trova che — 

4 x 


giace fra due limiti — & e X,, non si dovrà allora ritenere 
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i LIRA] 1 \ 1 
che x sia compresa tra i limiti — 7 0.7, Ma bensi che — — 
J 
è un limite superiore delle radici negative della primitiva 
1 NV DE: 
equazione e Lp limite inferiore delle positive. 


1 
101. Secondo metodo. Si ponga l’equazione sotto la forma 
Fx) = 9(x) — e,(2) + 9g) =0, 


dove e(x) contenga tutti i termini, che precedono il primo dei 
termini con coefficienti negativi, 9,(x) i rimanenti termini con 
coefficienti positivi e —©,(x) tutti i termini con coefficienti 
negativi. Nella differenza 


(x) — 9, (1) 


si sostituiscano per x valori via via più grandi, fino a che 
si pervenga ad un valore k, che la renda positiva. Allora & 
è un limite superiore delle radici positive. Difatto, indichia- 
mo con x” la potenza più bassa di @ in o(x), e scriviamo 
la detta differenza sotto la forma 


» (00) 


(2) i Male. 
Allora, siccome —;;- ha esclusivamente coefficienti positivi 
x 





ed esponenti positivi, il valore’ di questa frazione cresce con 


0, (e 


(Pe) 





x, mentre dove x ha esclusivamente esponenti nega- 


tivi, diminuirà, se x cresce. Un valore di x maggiore di & 
renderà perciò positiva la quantità in parentesi e quindi an- 
che f(x); siccome in tal guisa nessun valore maggiore di & 
può essere radice dell’ equazione, X è un limite superiore 
delle radici. 


Es. Nell’ esempio precedente (Art. 100) cangiamo x in — @: 
l'equazione diverrà 


xc8 + ae? +4 5x0 + 150° — 4724 — ef — 711x? + 313cr +1=0. 
Se, dopo aver diviso per x?, esaminiamo l’espressione 
5 + 0 + 5x4 + 15x3 — (47x° + e + 711), 


si trova che essa diventa positiva per x = 3. 


$ 1. LIMITI DELLE RADICI REALI. ART. 101-102. ti 


Dunque, mentre prima abbiamo trovato — 6 per limite in- 
feriore delle radici, con questo metodo troviamo — 3. 

Questo metodo si può estendere, risolvendo f(x) in più gruppi 
della forma 


(x) — 9,(2), 


in modo che tutti i coefficienti in 9(x) e in ©,(x) siano po- 

sitivi, e ©,(x) contenga soltanto termini di grado più basso 

dei termini di ©(x); un valore di x, che renda positive tutte 

queste differenze, è allora un limite superiore delle radici. 
102. Metodo di Newton. Se nei polinomi 


fe t'aAa fa)... FO () 


st sostituiscono via via valori sempre maggiori di x, fino a 
che si pervenga ad un valore k, che renda positive tutte le 
funzioni, k sarà un limite superiore delle radici. 


Si ha difatto 
I h° 
F@R+M=f0)+S0T+S ME 


donde risulta che 
f(k + h) 


è sempre positiva, se ” è positiva e X è determinata nel modo 
indicato. Perciò X + non può essere radice di f(x) = 0 per 
qualunque valore positivo di A, e però % è un limite supe- 
riore delle radici. 

Questo metodo è più laborioso dei precedenti, ma dà an- 
che limiti vicini. Il limite trovato può tuttavia essere ancora 
troppo alto, poichè evidentemente è non solamente limite su- 
periore delle radici di f (x) =0, ma anche di quelle di f'(x)=0, 
f"(xa)=0 e così via, e queste equazioni possono avere delle 
radici, che superino di una quantità affatto arbitraria le radici 
dif =0. 

Basterà un esempio per chiarire il modo di applicare que- 
sto metodo. 
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Per es. 


x° + 5at— 10x38 +a?— 16£2— 7=0. 


f(e) = +5x4—1002°4+x%-16x—7. - Fa 
F' (e) = 5x*+ 2073 — 30x? + 2a — 16. . . e 
1 
SS) = 10x84 907° 0 LI AR do, 
1 
7,33") = 100°+ 2002-10. ......... |- + 
I, IV ‘ 
334 (I) = ALT II IR] e ARC RESOR SLI 
RR SE MO TRO age te" LAT Le RS | | 


die Olagizato 


S' incomincia da sotto; d=0 rende f"(x) positiva, e sic- 
come ciò deve verificarsi anche per x più grande, così non 
sarà più necessario tener conto di f(x); € =1 rende f""(x) 
ed f"(x) positive, ma f'(x) negativa; per x.= 2 f'(x) diventa 
positiva e f(x) negativa, e finalmente, siccome f(x) diventa 
positiva per x = 3,3 è un limite superiore. 


$ 2. Numero delle radici reali comprese 
fra due numeri dati. 


103. Le radici reali di f(x) = 0, ordinate secondo la loro 
grandezza, la minore innanzi, siano &,, 4, %3;---3 allora 
si ha 


f@a)=X(e-a,) (e - a) (cr -43)..., 


dove X non può mai annullarsi per valori reali di x, per- 
chè X=0 dà soltanto le radici complesse di f(x) = 0 [1]. 


[1]. Perciò X ha sempre lo stesso segno per tutti i valori di x. 
Ciò risulta immediatamente dal principio di continuità; e si può 
anche dimostrare direttamente, osservando che due fattori x—(a+d), 
x— (a — ib) di X hanno per prodotto (x — a)? + b?, che per valori 
reali di x è sempre positivo. [T\]. 


reo ru 


$ 2. Num. D. RAD. Ecc. $ 3. T. DI DESCARTES. ART. 103-104. 9 


Se ora ad « si sostituisce un valore minore di a, , e que- 
sto valore si fa crescere fino a diventare maggiore della ra- 
dice maggiore, ogni volta che si oltrepassa una radice, uno 
dei fattori, e conseguentemente anche il prodotto, cangerà di 
segno. Perciò f(x) deve avere lo stesso segno per due valori 

oyifrai quali giace un numero pari di radici (o nessuna 
radice), mentre i due valori devono dare risultati di segni 
opposti, non appena tra essi è compreso un numero impari 
di radici. Donde segue: 

Se f(a) ed f(b) hanno lo stesso segno, fra a e b giace un 
numero pari di radici; se f(a) ed f(b) hanno segni opposti, 


.fra a e b giace un numero impari di radici. 


Se p. es. in una equazione, di cui l’ultimo termine è + a 


n) 
ad x si sostituisce via via — 0, 0 e+ o, si ha per f (€) 


= x An -P L; 

ottenendosi + per x =— co, se l’equazione è di grado pari, 

se di grado impari; da ciò segue che una equazione di 9g SA 
impari ha almeno una radice reale, il cui segno è l opposto 
di quello dell'ultimo termine, mentre una equazione di grado 
part ha almeno una radice positiva ed una negativa, quando 


LI 


l ultimo termine è negativo. 


$ 3. Teorema di Descartes. 


104. Se due termini consecutivi di una equazione hanno 
lo stesso segno, si dice che formano una permanenza; se hanno 
segni opposti, si dice che formano una variazione. Descartes 
ha dato il seguente teorema: 

In una equazione, il numero delle radici positive non può 
eccedere il numero delle variazioni, e quello delle radici ne- 
gative non può eccedere il numero delle permanenze |1}. 

Per dimostrare questo teorema si consideri un’ equazione 
qualunque ordinata nel solito modo e vi si introduca la ra- 
dice positiva a, moltiplicandola per x — a ; si può allora mo- 
strare che, qualunque siano i segni, eseguita la moltiplica- 
zione, si avrà almeno una variazione di più. 


[1]. Se l'equazione non è completa, ai coefficienti nulli si potrà 
attribuire un segno arbitrario, come resterà chiarito dalla dimo- 
strazione. [T.]. i 
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Il primo termine dell’ equazione, x”, è positivo ; perciò si 


incontra la prima variazione, nel primo termine negativo , 
poichè a questo deve precedere un termine positivo ; questi 
due termini siano 


ac il 


Ni, p 
An-p An-p+1% > 


Allora uno dei termini della nuova equazione sarà 
nd Dop 
(GAn_p chi An-p41)% p 


Ora non sappiamo se il termine precedente sarà positivo, 
ma sappiamo che in ogni caso esiste un termine positivo pre- 
cedente, e che perciò, quando nella nuova equazione si arriva 
al termine x”, si ha almeno una variazione, nello stesso modo 
che arrivando ad x?7! nella data equazione. Se se ne ha più 
di una, se ne deve avere un numero impari, poichè il can- 
giamento di un segno non può mai fare aumentare o diminui- 
re di un numero impari il loro numero [2]. 

La variazione seguente nella data equazione ha luogo, quan- 
do dopo «’7! s’ incontra un coefficiente positivo; se ciò ha 
luogo nel termine x”, si vede come dianzi che il coefficiente 
di 2x*! nella nuova equazione è positivo ; cosicchè, qualun- 
que siano i segni dei termini intermedi, si avrà nella nuova 
equazione almeno una variazione in più. Continuando questo 
processo, è evidente che, quando nella nuova equazione si 
arriva al termine «'*!, si saranno ottenute almeno tante va-- 
riazioni, quante se ne trovano nella primitiva giungendo fino 
adi. Ora supponiamo cuesdimnefifa) = 057 ultima variazione 
abbia luogo in x', e che il coefficiente di «" sia + &; allora 
i coefficienti seguenti hanno tutti lo stesso segno di L, e il 
coefficiegte di x"*! nella nuova eauazione ha lo stesso segno 
di &, mentre l’ ultimo termine di questa,—aa,, ha il segno 
opposto a quello di &; perciò, se si va oltre x**!, s’incontrerà 
ancora almeno una variazione, e siccome dianzi furono con- 
statate almeno tante variazioni quante nella data equazione, 
così resta dimostrato che, moltiplicando per x — a, il numero 
delle variazioni è aumentato almeno di 1. 

Ora si possono pensare soppresse da f(x) =0 tutte le ra- 


[2]. Poichè, cangiando un segno compreso fra altri due, o si ac- 
quistano due variazioni o se ne perdono due o se ne acquista 
una e nello stesso tempo se ne perde un’ altra. [T\.]. 
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dici positive, dividendo f(x) pei corrispondenti fattori; con ciò 
l'equazione che ne risulta ha tutte le radici negative e comples- 
se della equazione originaria, ma nulla si sa del numero delle 
sue variazioni. Ora si introducano di nuovo ad una ad una 
le radici positive; noi abbiamo dimostrato che, qualunque siano 
i segni originari, per ogni radice positiva introdotta il numero 
delle variazioni aumenta almeno di 1; dunque l’equazione cui 
si perviene così ad operazione finita, cioè la data, avrà al 
meno tante variazioni quante ‘radici positive. Cambiando « 
in — x segue la seconda parte del teorema. 

Una equazione dell’ n°°*° erado ha in tutto n variazioni 
e permanenze; perctò nel caso che una tale equazione abbia 
soltanto radici reali, il numero delle variazioni dev'essere esat- 
tamente eguale al numero delle radici positive, il numero delle 
permanenze eguale a quello delle negative. Se uno 0 più coef- 
ficienti sono nulli, questi si possono considerare a piacere co- 
me positivi o come negativi, poichè un cambiamento infini- 
tamente piccolo di un coefficiente non può far sì che una ra- 
dice cangi di segno. (Si può fare astrazione dal caso, in cui 
una radice è nulla). In questo caso i segni per i coefficienti 
nulli si possono scegliere una volta in modo, che si ottenga 
il minor numero di permanenze, e un’altra volta in modo, che 
si ottenga il minor numero di variazioni. Se un coefficiente 
O si trova tra un coefficiente positivo ed uno negativo, è in- 
differente leggerlo come positivo o come negativo , poichè 


£ 0 


dànno una variazione ed una permanenza, qualunque segno 
si voglia dare a 0. Se invece 0 si-trova tra due coefficienti 
dello stesso segno, ciò dinota sempre l’esistenza di due radici 
complesse almeno; se si ha p. es. 


ap en 
si può leggere 


quando si contano le variazioni, e 
ei er 605 


quando si contano le permanenze. La somma dei numeri ot- 
tenuti è di due minore del numero delle radici, e ciò mostra, 
che l’equazione ha almeno due radici complesse. 
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Se i numeri trovati non danno esattamente il numero delle 
radici positive o negative, la differenza fra il numero delle 
variazioni (permanenze) e il numero delle radici positive (ne- 
gative) sarà sempre un numero pari; ciò segue da quello che 
fu mostrato appunto a proposito dell’ introduzione di una ra- 
dice positiva, vedendosi facilmente che una equazione con ra- 
dici tutte complesse ha sempre un numero pari di variazioni. 
(L'ultimo termine è positivo). 

Esemp. 


e'pLa—x'-2x°-x+1=0. 


Si può leggere 
++4+4----+ 
ovvero 


sicchè l'equazione ha tutt’ al più due radici positive ed una 
negativa; essa deve avere perciò FARaIAE quattro radici com- 
plesse. 


$ 4. Teorema di Budan. 


105. I teoremi di Descartes e di Newton sono compresi in 
un teorema di Budan ; questo teorema si attribuisce anche a 
Fourier , il quale lo ivrebbe comunicato nelle sue lezioni 
prima che Budan lo pubblicasse. Si formi la serie 


SA CIR A COM CON FE), 


e vi si ponga x=a ed ae =Dd; dove a< bd. 

L’ equazione non ha allora fra a e b più radici di quante 
vartazioni perde la serie, quando si passa da a a b. 

Si vede facilmente che, se al crescere di x una delle fun- 
zioni passa per 0, per questa e per la seguente una varia- 
zione deve cangiarsi in una permanenza; se si considera p. es. 


f®(x)} si ha 
FP - MM =fP (e) - FP... 
SPR+ MF FIRE. .; 
FP — nh) ed FP! (x) 


perciò 
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hanno per f(x) =0 e per una % sufficientemente piccola se- 
gni diversi; ma f*!(x) ha lo stesso segno di f(f*!(x — h), 
se si eccettua il caso che f(*D(x) ed f'?)(x) siano contem- 
poraneamente 0; perciò, se due funzioni derivate consecutive 
non sono contemporaneamente 0, quando la prima si annulla, 
si dovrà perdere una variazione fra questa e la seguente. Si 
considerino ora le tre funzioni 


SI, A) PI); 


si vede che, se f(x) passa per 0, si perde una variazione 
per le due ultime, mentre si può perdere o guadagnare una 
variazione per le prime due; perciò, passando f(x) per 0, 
si perderanno due variazioni o nessuna; però, se f(x) passa 
per 0, si perderà sempre una variazione, poichè non havvi 
funzione precedente. Per conseguenza: Ugni volta che st sor- 
passa una radice dell’ equazione, si perde almeno una varia- 
zione; se se ne perde più di una, quelle, che st perdono in più, 
st perdono sempre a coppte. 

106. Consideriamo ora il caso, in cui due o più funzioni 
consecutive diventano contemporaneamente nulle, e sia f(P7!(x) 
l’ultima di queste funzioni; si ha allora 


fa -R=-fM ht I AMSA. 


f 














h3 l n? 
FP + IAT + 
fO-Ue—-h)=-fP (x) da +. SIT (C+M)=fA (7) dl ne 
> RIDI Lego i 


perciò le funzioni, che diventano contemporaneamente 0, e la 
prima seguente, che non diventa 0, mentre prima davano sol- 
tanto variazioni, ora dànno soltanto permanenze, cosicchè an- 
che in questo caso si ha una perdita di «variazioni [1]. Nel 





[1]. È bene notare che, se fra le funzioni consecutive, che si an- 
nullano per uno stesso valore di x, non c’è f(x), la funzione che 
le precede e quella che le segue non cangiano segno nel passag- 
gio da x - A ad x+h; e che perciò il numero delle variazioni 
perdute in questo caso è pari (Art. 104, [2]). [T.]. 
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] 


caso in cui i p primi termini della serie diventano contem- 
poraneamente 0, l’ equazione ha p radici uguali, che sono 
sorpassate tutte in una volta, e in questo passaggio, come 
dianzi abbiamo fatto osservare, si perdono appunto p varia- 
zioni. Perciò il teorema vale per tutti i casi, e in particolare 
anche per radici multiple. 

Se per x si pone — , la serie ha soltanto variazioni; se 
si pone 0, si ottiene la stessa serie di segni che hanno i coef- 
ficienti dell'equazione; se si pone + 0, la serie dà soltanto 
permanenze.In tal modo si determina, come col teorema di De- 
scartes, il numero più grande possibile di radici negative o 
positive. 

Se si pone un valore % che dia soltanto permanenze, tra 
e + 00 non può giacere alcuna radice ; perciò % è un limite 
superiore delle radici, sicchè anche il teorema di Newton è 
compreso in quello ci Budan. 

Se f(a) e f (6) hanno segni diversi, mentre tutte le rima- 
nenti funzioni hanno per x = a ed x =. lo stesso segno, una 
radice , e soltanto una , si trova fra a eb; poichè è stato 
mostrato che tra a e d deve trovarsi vn numero impari di 
radici, e d’ altra parte si è perduta. soltanto una variazione. 
Perciò in questo caso la radice è isolata fra a e d. Però si 
deve osservare che in tal modo non si può con certezza iso- 
lare una radice, poichè, se fra a e d esistono valori, che an- 
nullano alcune delle derivate, nel passaggio da a a d si perde 
più di una variazione. 

Per mezzo della serie usata si può determinare il numero 
più grande possibile di radici reali in un dato intervallo; na- 
turalmente non è possibile determinare il numero delle radici 
complesse solamente dai segni di questa serie, poichè nel pas- 
saggio da x= — 0 ad #= + 0 si ottengono gli stessi cambia- 
menti dei segni, indifferentemente se l’ equazione ha oppur 
no radici complesse. 


$ 5. Teorema di Rolle. 


107. Se a e b sono due radici dell'equazione f(x)=0 e fra 
a e b non esiste alcuna radice, l'equazione £'{x)=0 deve avere 
un numero impari di radici (perciò almeno una radice) fra 
a e Db. 

Difatto, essendo f(x) una funzione continua, essa, poichè 
sì annulla per € = a e x = d, non può crescere sempre o de- 
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crescere sempre, mentre x passa da « a d; perciò avrà un 
massimo o un minimo, per un valore di x compreso fra a e 
b, e questo valore sarà allora una radice di f'(x)= 0. 

La funzione può avere più massimi e minimi fra «a e db, ma 
siccome non cambia di segno, deve necessariamente, se co- 
mincia col crescere, finire col decrescere, e viceversa; da ciò 
risulta facilmente che il numero complessivo di massimi e mi- 
nimi dev’ essere un numero impari. Considerando la curva 
y=f(x), ci formeremo una idea. chiara di ciò che abbiamo 
detto ora. 

Da ciò segue che fra due radici consecutive di £'(x) = 0 
può trovarsi al più una radice di f(x)= 0; poichè, se ve ne 
fossero due,fra queste dovrebbe trovarsi una radice di f'(x)=0; 
segue inoltre che, se f(x)= 0 ha soltanto radici reali, anche 
f'(x)=0 ha soltanto radici reali [1], e che, se f(x) =0 ha per 
x=a p radici eguali, f'(x) deve avere , per lo stesso valore 
di x, p—1 radici eguali. 

Esemp. 


f(@)= x" + px"+gq=0.(m ed n numeri impari.) 


La regola di Descartes mostra che l’equazione deve avere 
1 o 2 radici reali. Ora è 


TR (a + sh). 


Mm 


[1]. Questo teorema conduce ad una notevole proprietà dell’Hes- 
siano di una forma binaria. Rappresenti x la distanza di un punto 
di una retta fissa da un punto fissato in questa; dal teorema di 
Rolle segue allora che, se tutte le radici di f(«) sono reali, la de- 
rivata ha ancora tutte le sue radici reali e tali che insieme al 
punto all'infinito formano un gruppo di punti, che si alternano 
coi punti radici di f(x). Se si cambia il punto all’ infinito in un 
punto qualunque della retta, la derivata si cangia nella forma po- 
lare di f(x) (ridotta omogeriea) rispetto a tal punto, e continua a 
sussistere la stessa proprietà. Da ciò segue che, nell’ ipotesi che 
fx) abbia radici tutte reali, nessun gruppo polare potrà aver mai 
punto doppio reale, e che perciò l’Hessiano della primitiva (le cui 
radici, come si sa, sono quei punti ove le forme polari hanno ra- 
dice doppia) avrà tutte le radici immaginarie, quando tutte la radici 
della primitiva sono reali. Questo teorema, dato dal Prof. Gerbaldi 
nei Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, anno 1889, fasc. I, 
fu poi dimostrato dal Prof. Schoute, in modo analogo a quello qui 
tenuto, nel fasc. IV dei Rendiconti dello stesso anno. [T.]. 
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. 1. p positivo. f'(x) =0 non ha nessuna radice reale eccetto 
xe =0. f(x) =0 ha perciò soltanto una radice reale. 

2. p negativo. f'(x)=0 ha, oltre ad x =0, due radici reali; 
indicando queste con — d e +d, f(@)=0 può avere tre ra- 
dici reali certamente allora situate (» —1 è pari) [2] negli 
intervalli. 


900 SOM ENO 


in questo caso questi valori, sostituiti in f(x), daranno i se- 
gni — + — +. La condizione, perchè f(x) abbia tre radici 
reali, è dunque 


— pb'—- b">+q, 


ovvero, dopo la sostituzione del valore di d e dopo una fa- 
cile trasformazione, 


n m_n m 
Com ra 
m—_ n m 
Per l’equazione 
x*+px+q=0 


la condizione per tre radici reali è perciò 


4p3 + 279? < 0. 
‘$ 6. Teorema di Sturm. 


108. Nel Teorema di Budan si osservò che la ragione, che 
impedisce di determinare il, numero esatto di radici reali in 
un dato intervallo, sta in ciò, che un termine della serie, pas- 
sando per 0, può giacere fra due termini dello stesso segno, 
il che cagiona una perdita di variazioni, che non riguarda le 
radici dell’equazione. Sturm ha sormontato questa difficoltà, 
usando un’ altra serie, la quale ha appunto la proprietà, che 


[2]. Fra 45 e — d non possono cadere due radici di f(x), perchè 
esse dovrebbero comprendere fra loro un numero dispari di radici 
della derivata, e d’altra parte îo zero, che è l’ unica radice della 
derivata che cade fra + d e —d, conta per un numero pari di ra- 
dici, essendo n — 1. pari. [T.]. 
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un termine di essa, passando per 0, si trova sempre fra due 
termini di segno opposto, e perciò non può col suo annullarsi 
alterare il numero delle variazioni. La serie di Sturm comin- 
cia, come quella di Budan, con f(@) ed /'(x), ma i termini 
seguenti della serie sono formati da queste col processo, che 
si tiene per cercare il massimo comune divisore di f(x) ed 
f'(@); qui però è da osservare che nelle divisioni st cangia 
ogni volta il segno del resto e che per evitare frazioni s' in- 
troducono soltanto fattori positivi. L'equazione viene suppo- 
sta liberata da radici multiple, cosicchè f(x) ed f'(x) non 
avranno alcun fattore in comune, e l’ultimo resto sarà indi- 
pendente da x. Perciò i termini della serie saranno allora f(x), 
f'(x) e i resti delle divisioni coi segni mutati; li indiche- 
remo con 


fa), F'() f(x), fs(@),.., fu); 


allora, indicando con q i quozienti e con.c i fattori positivi 
introdotti, si ha 


ef(e)=qgf' (a)- fe), 
csf (€) = fe) — fs(€), 
cofo(x)=dofs(x) — f(@), 


Cn-2Sn-9(€) va An-2În-1() sifa\c). 


Per questa serie valgono i seguenti teoremi: 

Due termini consecutivi non possono sparire per lo stesso 
valore di x. Difatto ciò porterebbe con sè che tutti diver- 
rebbero nulli per lo stesso valore, e 1’ equazione dovrebbe 
avere allora radici eguali. 

Se un termine della serie [eccetto f(x)] è 0, st trova fra due 
termini che hanno segni diversi; p. es. per esita 
cafo(e)=— f(x), e così via. 

5° immagini ora x crescente da — 2 a + 0; allora i segni 
della serie possono cangiare soltanto, quando uno dei termini 
è 0; ma in tal caso non si perde alcuna variazione, poichè il 
termine nullo si trova fra due termini di segni opposti, co- 
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sicchè questi tre termini dànno, tanto prima quanto dopo il 
cangiamento di segno del termine medio, una variazione ed una 
permanenza. Ciò non vale per l’ultimo e pel primo termine 
della serie, poichè questi non si trovano fra due altri; ma 
l’ultimo termine è indipendente da «, e perciò non può cam- 
biare il suo segno, e quanto al primo termine f(x), segue dal- 
l'Art. 105 che si perde una variazione, quando cangia di se- 
gno. La serie perde perciò precisamente una variazione per 
ogni radice per la quale si passa; dunque: 

Se nella serie di Sturm st pone x =a ed x = b, e numero 
delle variazioni perdute sarà esattamente eguale ‘al numero 
delle radici che si*trovano fra a e Db. 

Se per caso il valore sostituito annulla uno dei termini della 
serie che seguono il primo, si potrà porre è al suo posto + 0 — 
indifferentemente. Se il primo termine è 0, si ha una radice 
dell'equazione; e se questa si vuole includere nell’intervallo, 
bisognerà far cominciare la serie con una variazione o con 
una permanenza, secondochéè la radice stessa è il limite in- 
feriore o superiore dell’ intervallo. Nel caso che un termine 
della serie non subisca alcun cangiamento di segno dentro 
l'intervallo considerato, possiamo arrestarci a questo termine; 
difatto la dimostrazione esige soltanto che 1’ ultimo termine 
della serie non cangi di segno; se questa condizione è sodi- 
sfatta, è indifferente se il termine contenga o no «. 

109. Poichè nel formare la serie di Sturm si trova il 
M. C. D. di f(x) ed f'(x), il calcolo stesso mostrerà se e- 
sistono o non radici eguali. Nel caso che ci siano radici 
eguali, tutti i termini delia serie avranno un fattore comu- 
ne @, e questo potrà sopprimersi, senza che le proprietà 
della serie, alle quali si appoggia la dimostrazione data, ven- 
gano alterate. Difatto l’ultimo termine è ora, come prima, co- 


fe) a TO) 


f(x) ed f'(x) passano per 0, e ogni altro termine della serie, 
passando per 0, si trova fra due termini di segni opposti. 
Eseguita la divisione, si può allora usare il teorema di 
Sturm, ma ogni radice multipla conta allora come una radice 
semplice [1]. Non occorre nemmeno dividere pel fattore @, 


stante, i due primi perdono una variazione, se 


[1]. Perchè, essendo @ il M. C. D. di f(x) ed f'(@), Sa) ammette 
p 


tutte le radici di f(x) come semplici. [T]. 
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poichè, se esso è positivo, non può, pel valore sostituito, cam- 
biare i segni dei termini, mentre, se è negativo, cangia tutti 
i segni della serie: cangiamento, che non può avere alcuna 
influenza sul numero delle variazioni. 

Se la data equazione dell’nesim0 erado ha soltanto radici 
reali e diseguali, la serie deve avere n +1 termini, che diano 
per € = — oosoltanto variazioni, per x = + o soltanto perma- 
nenze. La condizione, affinchè questo si verifichi, è che cia- 
scuna delle funzioni cominci con un termine a coefficiente 
positivo. 

Se nella serie di Sturm si pone x =— o ed €=0, si trova 
il numero delle radici negative di una equazione, e se si 
pone € =0 ed x=+ <, si trova il numero delle radici po- 
sitive; allora le radici mancanti sono complesse. 

Esemp. 1. 


x° + 3xt — 4x3 + 6° + 12x — 18=0. 


Si ha, tralasciando i fattori positivi: 











Poison) 

f (e) =x0+3x1—4x?° + 6x° +12x— 18 ..| + DR VITA 
2 f)=2 4 209 — 20942042 Pt DR «| LUISA 
fe) =— x4+2x%— 4x8 — 10€ +18....1- | - |+ 
i Ul LU RERI MINI RONN CORSO | RTRPSO PEIRGNIL rt 
VR ERE Aa {ESA CARRARO SR TOTO 
Ce AR TAI si | ECROn 
fe() = PIA LA LI e CA SATA A AA > IPRLIPRA toa SA Vial 17 SRI + ti sta 
Per x =— 00 si hanno quattro variazioni, per € =0 tre e 


per x = + co due. L’ equazione ha dunque una radice nega- 
tiva, una positiva e quattro complesse, 

Esemp. 2. 
c°+ax+Db=0. 


f ()=x3+ax + 
INIEAEZIORIE a 
fs(e) = — 2ax — 35 
fs(a) = — 4a8— 270°. 
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Le condizioni per tre radici reali sono 
a<0 e 4a° + 276° <0, 


delle quali la prima è compresa nell’ ultima; se questa è so- 
disfatta, si ha per x =0 


b,a,-8b,+, 


dove i tre primi dànno sempre una variazione ed una per- 
manenza; si hanno perciò due radici positive ed una nega- 
tiva, se d è positivo, e due negative ed una positiva, se d 
è negativo. 


$ 7. Applicazione del teorema di Sturm 
alle radici complesse. 


110. Altra volta (vol. I, pag. 13) osservammo che una equa- 


zione 
f@=0 
con coefficienti reali od immaginari, quando si pone 


RE a pk 
si divide in due altre 


Ac=.0.i0:Db:=0 


che si possono pensare come le equazioni di due curve, i cui 
punti d’ intersezione, i punti radici, rappresentano le radici 
dell'equazione. 

Vediamo se sia possibile di determinare il numero dei punti 
radici, che sono situati nell'interno di una data curva chiu- 
sa; per semplicità basta cercare il numero delle radici interne 
a un cerchio di raggio x, il cui centro è dato dalle coordi- 
nate a, d. L'equazione di questo cerchio si può surrogare 
con le due equazioni 


Li-436 data 2t 
14072? Ue pepati 





(1) 


RESA 


le quali, eliminando #, dànno appunto l’equazione del cerchio. 

La circonferenza è allora percorsa in un determinato senso, 
quando # si fa crescere da — co a + 0. Pel teorema di Cauchy 
(vol. I, pag. 12 e pag. 15 *)) il numero dei punti radici in- 
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terni al cerchio sarà metà della differenza fra i due numeri, 
che indicano quante volte AB, mentre si attraversa la curva 
A, passa dal positivo al negativo, e viceversa. Questi numeri 
sono gli stessi di quelli, che, quando A e B sono scritte l’una 
dopo l’altra coi loro segni, indicano quante volte nel passag- 
gio di A una permanenza si cangia in una variazione e quante 
volte una variazione si cangia in una permanenza. 

Ora in A e B s'’introduca # per mezzo delle (1), e si mol- 
‘ tiplichino entrambe per la stessa quantità, in modo che si 
abbiano due polinomi interi primi fra loro; da questi si formi 
una serie di polinomi in # con lo stesso processo che da f(x) ed 
(€) si ottiene la serie di Sturm [1], e si esamini in seguito 
quante variazioni perde questa serie, quando # passa da — 00 a 
+ 0 [2]. Poichè la serie è formata in modo, che un termine, 
quando è 0, si trova fra due termini di segni opposti, men- 
tre l’ultimo termine della serie non può cangiare il suo se- 
gno, le variazioni perdute (o guadagnate) devono derivare so- 
lamente dai passaggi del primo termine della serie per 0. Il 
numero delle variazioni perdute indica perciò la differenza 
fra il numero di volte, in cui il prodotto dei due primi termini 
della serie passa dal negativo al positivo, e il numero di 
volte in cui passa dal positivo al negativo, mentre il primo 


[1]. Se, con questa sostituzione, A divenisse di grado inferiore 
a quello di B, il resto della divisione del primo polinomio pel se- 
condo sarebbe il primo polinomio stesso, il quale, cambiato di se- 
gno, rappresenterebbe perciò il terzo termine della serie. [T\]. 

[2]. Si osservi che, ponendo ax—a=rsen0; y—d=rcos 0, 0 cre- 
scerà nel senso positivo. D’ altra parte si trova con facilità 


1/x 


> 3r 1 
Si TELI GALA de a si ha GESTO 
sa 0 = » t=:—-1 
n 
APT » Rai 
2 
2h » t=+1; 
il che mostra che, passando da t=— xo a t=+ ®©, il contorno 


del cerchio viene percorso in senso negativo, partendo dal punto 
(a =@A-—Tr,y=0ò) e ritornando ad esso. [T.]. 
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termine passa per 0. Ora, poichè la circostanza che A e B 
sono state moltiplicate per la stessa quantità non può can- 
giare il segno del loro prodotto, si conclude che per ogni 
punto radice interno al cerchio vengono perdute (0 quadagna- 
te) due variazioni [3]. 


$ 8. Separazione delle radici reali. 


111. Per ciò che precede si può decidere con facilità , se 
fra due numeri dati trovasi un numero pari o impari di radici. 
Ma prima che si possa procedere al calcolo numerico delle 
radici, si devono determinare degli intervalli nei quali le ra- 
dici giacciano separatamente. In casi particolari una radice 
si può separare senza difficoltà; se p. es. tutti termini di 
f(x), eccetto 1’ ultimo, sono positivi, l’ equazione ha [1] sol- 
tanto una radice positiva, e questa è perciò completamente 
separata. Ponendo poi per « 


LARDO MRTOGR 


si possono determinare due di questi numeri, fra i quali tro- 
visi la radice, e inoltre si possono poi restringere per ten- 
tativi i limiti fino a che si siano trovati i due numeri interi 
consecutivi, fra i quali è compresa la radice. Il numero dei 
tentativi diminuisce, determinando prima, con uno dei me- 
todi dati precedentemente, il limite superiore e il limite in- 
feriore della radice. 

Un metodo sicuro, ma assai laborioso, per la separazione 
è stato indicato da Waring e più tardi da Lagrange. Si formi 
l'equazione ai quadrati delle differenze delle radici corrispon- 
dente all’ equazione ; rispetto ad essa si determini il limite 


[3]. In pratica tornerà più vantaggioso usare un’area rettango- 
lare coi lati paralleli agli assi coordinati (Art. 115) (Cfr. Serret, 
Cours d’algèbre supérieure, tom. I, 4° édit., pag. 295; o anche Hoitiel, 
Cours de Calcul infinitésimal, tom. IV, 1881, pag. 7). [T.]. 

[1]. L'ultimo termine di una equazione di grado pari (il cui primo 
termine abbia per coefficiente 1) è eguale al prodotto delle radici; 
perciò, se queste sono tutte immaginarie e due a due complesse 
conjugate, il detto termine sarà positivo. Se questo è dunque ne- 
gativo, vi è un paio di radici reali almeno. Segue di qui che una 
equazione di grado pari o dispari a coefficienti reali e col primo 
termine positivo ha sempre almeno una radice reale quando l’ ul- 
timo termine è negativo. [T\.]. 
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inferiore delle radici positive, e sia &; allora per due qualun- 
que radici reali della data equazione si ha 


Xp — Cg> Va. 


Se ora forniamo una serie qualunque di differenze con la 
differenza Va, p. es. 


NaatD IR ed 


fra due termini di questa serie non si può trovare più di una 
radice della data equazione, poichè, se ve ne fossero due, la 


loro differenza dovrebb’ essere minore di 4. 

Il metodo presuppone .naturalmente che 1 equazione sia 
prima liberata dalle radici eguali, poichè nel caso opposto si 
avrebbe a = 0. 

Questo metodo si può certamente semplificare, riducendo 
il calcolo a quello del solo ultimo termine dell’equazione ai 
quadrati delle differenze delle radici; ma non insisteremo su 
ciò [2], poichè il teorema di Sturm offre la possibilità di se- 
parare le radici in modo più facile. 

Per separare le radici si formi la serie di Sturm e per x 
sì ponga una serie di valori, tra i quali se ne inseriscano 
sempre dei nuovi , fino a che nel passaggio da un valore a 
quello prossimo più alto si perda soltanto una variazione; al- 
lora le radici sono completamente separate, e i limiti si pos- 
sono poi rendere più piccoli mediante semplici tentativi sulla 
data equazione. 

Esemp. 

ct +23 — 4x° - 4xr+1=0. 
La serie è 


RT i A 
008- I mrtio ADUNO + Metri goti DE 
VE POTITO AESE SU biemi0. SISARIE SNA RI CRC" Da MOR RIDE PRIA IAT 
SESTA AI ng PIC GERMANIA si 10 ORO SPA ESS el PR ei 
EROE Re SI — + 1+P|+ + 
N a e ic] Te 





[2]. Per il completo svolgimento di questo metodo V. Serret, o. c., 
tom. I, Art. 189. [T.]. 


24 P. III. CAP. I. SEPARAZIONE DELLE RADICI. 


La tabella mostra che nel passaggio da —2 a — 1, da 
O a 1 e da 1 a 2 si perdono rispettivamente 2, 1 e 1 varia- 
zioni. L’ equazione ha dunque quattro radici reali, di cui le 
due positive sono completamente separate; per separare le due 


radici fra —2 e —1, si ponga nella data equazione x = — 37 con 


che si ottiene un risultato negativo ; l’ una radice negativa 
giace perciò fra — 1 e — 1,5, l’altra fra — 1,5 e — 2. 


; $ 9. Metodo di Fourier. 


112. Con l’aiuto del teorema di Sturm si possono certa- 
mente separare le radici con la massima sicurezza, ma con 
questo metodo i calcoli diventano anche facilmente assai in- 
comodi; si può p. es. assai facilmente avverare che in una 
equazione di 60 o di 7° grado con coefficienti assai semplici 
si pervenga a numeri di 50 e più cifre; perciò nella pratica 
si cerca profittare del teorema di Budan in un modo indicato 
da Fourier. I 

Ricordiamo che la serie usata da Budan è 


fix), fe), S'@), e Uia fuso 


che di questa serie ci serviamo nello stesso modo che di quella 
di Sturm, ma che essa con la perdita di variazioni indica sol- 
tanto un limite superiore pel numero delle radici reali che 
si sono sorpassate. Difatto, non solo si perde una variazione ‘ 
ogni volta che f(@) passa per 0, ma si perdono due varia- 
zioni ogni volta che un altro termine della serie passa per 0 
e giace contemporaneamente fra due termini di egual segno. 
Ora, poichè, se l’ equazione è dell’ nesimo srado, nel passag- 
gio da — x a + co si perdono » variazioni, l'equazione deve 
avere due radici complesse per ogni due variazioni che si 
perdono quando Y'(x) ed {"(x) e le seguenti passano per 0. 
Perciò si può conchiudere con sicurezza che, se nel pas- 
saggio da e=a ad ax =bd non si perde alcuna variazione, 
l'equazione non ha alcuna radice tra « e d, e che, se si perde 
una variazione, l equazione ha una radice tra a e d; se al 
contrario si perdono due variazioni, ciò può indicare o che 
l'equazione ha due radici complesse o che ha due radici reali 
tra a e D. 

113. Ora si supponga che si sia trovato un intervallo, den- 
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tro cui si perdono soltanto due variazioni, e che questo av- 
venga nei primi tre termini della serie; allora, se f(x) è po- 
sitiva pei due limiti a e f (f > @) dell’intervallo, si ha 


fa, Pa, FA FOO. 
+ — + + + i 


Poichè nella rimanente parte della serie non si perde al- 
cuna variazione , f"(x) =0 non può avere alcuna radice tra 
x e 0. Dunque Y"(x) è positiva in tutto l'intervallo; se ora 
anche f(x) è positiva in tutto l’ intervallo, la perdita di va- 
riazioni deve indicare che ci sono due radici complesse. Come 
in generale ciò si possa decidere, diventa più chiaro per mez- 
zo di .-una considerazione geometrica. 

Poichè i punti d’intersezione della curva 


y= f(x) 


con l’asse delle x sono determinati appunto dalla data equa- 
zione, ciò vale per decidere se fra € = e x= ci sono due 
punti d’intersezione o nessuno. Ora, siccome f'(xa) cambia di 
segno mentre f''(x) è positiva nell’ intervallo , in questo esi- 
sterà un minimo e la concavità sarà rivolta verso l’ alto ; i 
due casi sono perciò rappresentati dalle figure qui sotto, di 


Ù 
| | | 

A b 
AT T, B 


cui la prima corrisponde al caso di due radici complesse , 
la seconda a quello di due radici reali. Se ora le tangenti nei 
due punti limiti si tagliano sopra all’asse, dobbiamo avere cer- 
tamente radici complesse, mentre non ci è lecito fare la conclu- 
sione inversa. Perciò, quando sia AT,+TB>AB cioè 


He de Lu 


MOLTI St 


ci debbono essere radici complesse. 
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Come si è detto, non è lecito conchiudere che le radici 
sono reali quando il punto d’intersezione delle tangenti cade 
sotto all’ asse, ma si vede che, se le radici sono complesse, 
a e 0 si potranno sempre avvicinare fra loro sino a che il 
punto d’intersezione cada sopra all’asse. Perciò si divide l’in- 
tervallo fra 4 e { fino a che o sia sodisfatta la condizione (1), 
ovvero che, invece della perdita di due variazioni, abbia luogo 
due volte la perdita di una variazione; nel primo caso si hanno 
radici complesse, nel secondo radici reali. Naturalmente si 
suppone che non ci siano radici eguali. 

114. Ora si può considerare il caso generale e supporre che 
nel passaggio da & a & la serie perda d variazioni; che, se 
si omette il primo termine cioè se si considera f'(x)=0 come 
l'equazione data, si perdano d, variazioni; che per f"(x) =0 
si perdano d, variazioni, e così via. Allora due d consecutivi 
o saranno eguali o differiranno di 1 [1]. Fourier chiama d, 
l'indice corrispondente ad fi?)(x). 

Ora nella serie degli indici sia d, il primo eguale ad 1. FP ()=0 
ha allora una radice reale fra x e 8. L'indice precedente deve 
essere 2, poichè, se fosse 0, sarebbe già preceduto da un in- 
dice 1; l'indice successivo può esser 2, 1 ovvero 0; se è 2 o 1, 
l'intervallo si può sempre dividere in parti più piccole, in 
modo che l’intervallo, che contiene la radice di f?)(x)=0, non 
contenga nessuna radice di fPt!(x)= 0; pei rimanenti inter- 
valli si ha allora 


dy=0, 
e per essi il primo indice 1 è quindi da cercarsi più a sini- 


stra nella serie; è necessario perciò di considerare soltanto il 
caso, in cui 


di 1 2A 


Questo caso coincide con quello considerato nell’ art. 113, 
e allora, col metodo ivi indicato, si può decidere se le due 
radici di 


fa) =0 
[1]. Potrà essere cioè 
d = dp 


ovvero 
dp =Myf 10 [T 
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sono reali o complesse. Se sono reali, l'intervallo si può di- 
videre in due, ciascuno dei quali contenga una radice, e poi- 
chè fP7b(x) ha per ciascuno di questi intervalli 1’ indice 
dy-1=1, i primo indice eguale ad 1 è ora più a sinistra 
di d,. Se le due radici sono complesse [2], le due variazioni 
andranno perdute pel fatto che una delle funzioni seguenti, 
passando per 0, giace fra due altre di egual segno; allora 
tutte le funzioni precedenti, e perciò anche la data, avranno 
due radici complesse; onde il numero delle radici reali, che 
ciascuna di queste funzioni ha nell'intervallo considerato, non 
può superare il suo indice diminuito di 2; effettuando questa 
diminuzione, si possono dare 2 casi: o d — 2 è ca e allora 
nell’ intervallo non cadono radici reali di f(x) = 0; ovvero è 
d—2>0, ed allora il primo indice eguale ad 1 corrispon- 
derà ad una funzione precedente ad f1!7 1)( 2). In tutti i casi 
dunque, continuando in questo modo, si può giungere a spo- 
stare via via il primo indice 1 sempre più a sinistra; quando 
si è giunti a portarlo fino al primo termine della serie, la 
radice è separata. 
Esemp. 


x° — 5x4 — 16x3° + 12x?° — 9xr—-5=0. 
Si ha 
f(x) = x° — 5x4 — 16x23 + 12x? — 9x — 5 


Pe) = Bat — 2008 — 4802 + 24a — 9 
l'@= 5x3 — 15x? — 24x + 6 
1 fra) = 5a? — 10x — 8 
12 
sa "a)=e-1 
(RA CAME 


Il limite superiore delle radici è 8. Per l’ intervallo da 0 
a 8 si ha una perdita di tre variazioni, di cui due vengono 


[2]. La conclusione è la stessa, se le due radici sono reali eguali, 
purché f(x)= 0 non abbia radici eguali. [T.]. 
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perdute da 0 a 1, una da 7 a 8. Una radice è dunque se- 
. parata fra 7 e 8, mentre l’ intervallo da 0 a 1 deve essere 
esaminato più accuratamente. I segni della serie sono 


eek 


se 0 si legge—; allora si ha 
di = 25000, — UN 


d 
FATATO 
ORO 


sicchè si devono avvicinare di più i limiti. Si ponga perciò 


1 
pie 3 si avrà 


d’onde si vede che le variazioni vengono perdute da 0 a ; ora 


16 PO) I 
5(3) 70)” 3: 


donde risulta che entrambe le radici sono complesse. L’equa- 
zione ha inoltre due radici negative, di cui l’una viene se- 
parata fra — 3 e — 2, l’altra fra — 1e0. 

115. Le radici complesse si possono separare col metodo 
indicato nell’ art. 110, ovvero sostituendo al cerchio, impie- 
gatovi una volta, due rette parallele all’asse delle y, con che 
viene separata la parte reale delle radici, poi due rette pa- 
rallele all’asse delle x, con che viene separata la parte im- 
maginaria. 


9? 


si trova 





$ 10. Teorema di Newton. 


116. Newton ha dato un teorema senza dimostrazione, che 
è stato più tardi dimostrato ed ampliato da Sylvester , il quale 
ha indicato una correzione al numero delle radici, determinato 
col teorema di Budan, che cadono in un dato intervallo. 
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Alla serie di Budan è congiunta un’altra serie, la quale 
corrisponde alla prima termine a termine. Se nella prima se- 
rie si ha una variazione, mentre i corrispondenti termini della 
seconda serie danno una permanenza, si ha una cosiddetta 
variazione-permanenza, che in appresso indicheremo con V—P. 


Se f(e)=0 è dell’ nesimo grado, le due serie sono 
ji); PA) \ 
Fe), (PA) - 4 ff") 

Fe), (FC) — ko f'){" (1) 
FP), (PP) — Lf) 


. . . . . . 


dove 
Ri Li n! 
bg» 


kc 


; IAU, MONETE) 


Per brevità f(x) l’indicheremo con f,. 

Ora esamineremo quali alterazioni possono sopravvenire 
nelle V — P di queste serie, quando x passa da un valore più 
basso ad uno più alto. Osserviamo intanto che 


DITO PRA ALIVE tI) 


D 
PT ’ 
D+1 


e supponiamo da prima che due termini consecutivi non pos- 
sano diventare nulli contemporaneamente. 

Il numero delle V— P si può soltanto alterare se in una 
delle due serie un termine passa per 0, p. es. f,; allora il 
cambiamento ha luogo nei termini 


fsi ) Sai Aa kn-1Îp-2Sp ’ 
tp 3 Sn > di kofo-1Î0% ) 


. {2 
fo ) ni p+ti Tm Ten+1SpS0+2 ’ 
dove i segni per f,= 0 nella seconda serie sono 


E 4 
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Perciò. qui avremo V — P solo quando il segno intermedio 
è +, quando cioè f,-1 ed f,41 hanno segni diversi; in que- 
sto caso si hanno nella prima serie una variazione ed una 
permanenza, cosicchè nelle tre coppie di termini havvi una 
V—bP, non solamente prima, ma anche dopo che f, si sia 
annullata. 

Ciò non vale quando f(x) passa per 0; poichè nella prima 
serie una variazione si cangia in una permanenza, mentre i 
due primi termini della seconda serie sono entrambi positivi 
e quindi formano una permanenza; perciò si perde una V—P 
ogni volta che x passa per una radice della data equazione , 
mentre non si ha alcuna alterazione nel numero delle V — P 
quando si annulla il secondo termine della prima serie. 

Resta ancora da esaminare se, passando per 0 i termini 
della seconda serie, può alterarsi il numero delle V— P. Per 
la funzione derivata di f?, — kpfp-1fpx1=Tp Si ha 


(2 pod len)fofo+1 w knfo-15px2 ; 
ma per T,=0 è 


1) 
kpfp-1 uo I. E 
Îp+a 


dunque, per la (3), la funzione derivata può in questo caso 
scriversi sotto la forma 


o, 
ssa: Z2 (f%,,, i lnsafofo) ’ 


kep41 Îp41 


dove la quantità in parentesi è appunto il termine seguente, 
T,+1, della serie; si vede perciò che il termine T, ha lo 
stesso segno di 


fm, 
tot 


se il valore di a, pel quale esso si annulla, ha un aumento 
h sufficientemente piccolo. 

D'altra parte T, può cambiare di segno»soltanto se fn-1 
ed f,+, hanno lo stesso segno; perciò, se qui c'è una V—P, 
fp avrà segno opposto ad fn-1 © fn+1° La prima serie ha dun- 
que i segni 


h Het, Coe 


E +ROVYALO Att 


“a 
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Îp 


sicchè —— è negativo, e per conseguenza T, ha per la (4) 
pH 
io stesso segno di 
—T 


P+1 h. 


Perciò per un’% negativa, cioè prima che T, passi per O, 
T, e Tp,, formano una permanenza, che per un’ positiva 
si cangia in una variazione; così qui si perde una V—P; se 
T,+1 ha lo stesso segno di T,_,, anche fra T,_, e T, si perde 
una permanenza, mentre nel caso opposto se ne guadagna 
una. Dunque: st perde una V—P per ogni radice di f(x) che 
si sorpassa, e se ne perdona due ogni volta che un termine 
della seconda serie, passando per 0, giace fra due termini 
dello stesso segno, e che contemporaneamente il termine cor- 
rispondente della prima serie forma variazioni col precedente 
e col seguente. 

117. Abbiamo supposto fin qui che due termini non si an- 
nullino contemporaneamente. Supponiamo ora che due di essi 
si annullino contemporaneamente; allora i coefficienti di f(«) 
dovranno sodisfare una certa equazione di condizione, e per- 
ciò con un cangiamento abbastanza piccolo dei coefficienti si 
potrà fare in modo che questa relazione non sia più verifi- 
cata, e che la nuova funzione dia luogo a due serie per le 
quali due termini non si annullino insieme. I segni che pren- 
deranno le nuove funzioni per i valori limiti a e { dell’ in- 
tervallo saranno ancora gli stessi, se si avrà cura soltanto 
che per essi non si annulli alcuna di queste funzioni ; per 
modo che la differenza fra il numero delle V — P per a e 
quello delle V -- P_per { sarà la stessa tanto per le nuove 
serie che per le primitive. Inoltre, se f(x) non ha radici 
eguali, il numero delle radici di f(x) nell’ intervallo coinci- 
derà col numero delle radici della f(x) alterata, quando il 
cangiamento sia stato abbastanza piccolo; dunque anche in 
questo caso può applicarsi ad f(x) il metodo precedente per 
trovare un limite superiore delle radici reali di f(a)= 0, che 
cadono nel dato intervallo. 

Esaminiamo ora il caso in cui f(x)=0 ha una radice 
(p+1)-pla, cioè supponiamo che per uno stesso valore di x 
si annullino insieme f(x), f'(@),..., f(x). Si trova allora, 
come col teorema di Budan, che la prima serie perde p+ 1 
| variazioni; supponendo f,+j positiva, la prima serie 


fa) PA) PI) PF) 
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passa da, 
i SERIE 

a 
IT 


La seconda serie nei primi p +1 termini ha per x—-? 
soltanto permanenze. Infatti sia 


vos mai ketr-1 Sr 
uno di questi termini; per x — h si ha 
pP-T+1 pp_r+2 
Î,= È ft (p=r+1)! ) fr tr Fint (p=r+2)! 3 
p--r 
Inti = Ffpt Tai ) 
sicchè il segno del termine è lo stesso di quello di 
il Ki 
[(pr+1)!? (p=r+2) ! (pon)! 





ovvero di 
p-_r+2 n—r+1 


RETTE PIT U 
PIT nr 


la quale, essendo n» > p [1], è positiva per ogni r. Le due 
serie danno dunque per x - &è p+1 V—P, le quali vengono 
tutte perdute quando si sorpassano le p+1 radici sovrap- 
poste. Perciò il teorema vale anche per radici'eguali. 
118. Quanto a %,, nello sviluppo fu usata soltanto l’equa- 
zione 

1 





‘ ad [eni 
2_-kp= n 
p+1 

con la condizione che %, fosse positivo; queste condizioni 


sono sodisfatte anche quando si pone 


a 
. mzip 


[1). Veramente per n = p + 1 la detta espressione è nulla; però 
in questo caso tutte le funzioni della seconda serie, eccetto la 
prima e l’ultima, sono identicamente nulle, e non è quindi il caso 
di applicare il teorema. [T.]. 
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per m>n; se m cresce senza limite, il valore di questa 
espressione tende ad 1. 

Esemp. 


x°— 3x1+2x3 — 8x° +3x — 25=0. 
f(x) = bax4 — 12x3 + 6x° — 16xr +3; 
f(x) = 20x° — 36x° + 12x — 16; 
f'"'(c) = 60x*°— 72x +12; 
RCA EA Vi 
Î° (e) =120; 
le radici giacciono fra 0 e 4; per x =0 si ha 
RO LOSE EL 20R 
en. 


dove la serie inferiore rappresenta i segni che appartengono 
ai termini T'; per x=4 si ottengono nella prima serie sol- 
tanto permanenze, e perciò non c’ è bisogno di determinare 
i segni nella seconda; ‘per € =0 si ha una V—P, per x=4 
nessuna; e quindi l’ equazione, poichè non ha radici negati- 
ve, avrà una radice reale e quattro complesse. 

119. In ciò che precede, per trovare un limite per il nu- 
mero delle radici sorpassate, si considerarono le V — P. per- 
dute, scostandoci così dal Sylvester, il quale considera le 
doppie permanenze P -- P. Volendo porre a confronto questi 
due modi di considerare la cosa, cercheremo quante P — P 
vengono guadagnate quando x cresce da un valore ad un 
altro. 

Se f(x) passa per 0, una V — P si cangia sempre in una 
P_—P, sicchè qui è indifferente considerare la V — P_per- 
duta o la P — P guadagnata; se un altro termine della prima 
serie, f,, passa per 0, mentre i due termini che lo racchiu- 
dono hanno segni diversi, i tre termini della» seconda serie 
sono positivi, cosicchè vi è soltanto scambio di posto fra 
una V-P e una P—P; se poi i due termini, che racchiudono 
f,; hanno lo stesso segno, i tre termini della seconda serie 
formano due variazioni, sicchè anche in questo caso è in- 
differente considerare V — P o P— P. 

Perersen — Equazioni algebriche. Vol. II. B) 
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Se T, cangia di segno, fh-1 €d fp41 hanno lo stesso segno, 
sicchè la prima serie ha due variazioni o due permanenze. 
Nel caso ora che T,_j e T,,; abbiano segni diversi, ha luogo 
soltanto un cangiamento nella successione delle V — P o delle 
P_ P che si presentano; resta dunque da considerare sol- 
tanto il caso, in cui T,_j e T,;, hanno lo stesso segno men- 
tre T, passa per 0. 

Nel caso che la prima serie abbia due permanenze, la (4) 
mostra che T,, dopo che è passato per 0, ha lo stesso se- 
gno di T,,,; perciò qui due P—V si cangiano in due P_P. 

Se la prima serie ha due variazioni, la (4) mostra che nella 
seconda serie due permanenze si. cangiano in due variazioni; 
in questo caso dunque due V — P si cangiano in due V -— V: 
perciò il teorema suddetto si può supplire col seguente: 

Se x cresce, st quadagna una P—P ogni volta che x passa 
per una radice della data equazione, e si guadagnano due P--P 
ogni volta che svanisce un termine della seconda serie mentre 
: termini, fra i quali è compreso, hanno lo stesso segno e è 
tre termini corrispondenti della prima serie formano due 
permanenze. 

120. In questo modo si hanno dunque due limiti superiori 
per il numero delle radici reali, e fra questi si può scegliere 
l’inferiore. Che ciò possa riuscire utile è dimostrato dall’esem- 
pio precedente, in cui per x =0 non si ha nessuna P— P, 
mentre per x =4 se ne hanno 5; perciò il teorema di Syl- 
vester darebbe qui 5 radici positive, mentre che applicato 
nella forma modificata ne dà 1. 

Per determinare l’intero numero delle radici reali di un’e- 
quazione , si può sostituire — 00 e + 0%; a tale scopo basta 
determinare in ciascuna funzione della seconda serie il ter- 
mine con l’esponente più alto; senza dilungarci nei calcoli a 
ciò necessari, facciamo soltanto osservare che in T,, entrambi 
i termini di esponente più alto ammissibili svaniscono [1]: 


Po 


[1]. Crediamo opportuno accennare questo calcolo. Si ha: 
FUSE Ridi og®7P+1 su pag? + 9 again toi CI 5 gi 
VA = LAI Du Patoica va e VOS FA nai. 
A DALE e A IT 


a=n.(n-p+2),p=(n-1)...(n-p+1),y=(n-2)..(n-p) 
o=Na(n-p+1), f,=(n-1)..(n-p), y;=(n-2)...(n-p-1) 
co =Na(n-p), fy=(n-1)..(n-p—1),v,=(n-2)..(n-p-2). 


site 


9dF 
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' 
sicchè il termine da usare ha un esponente pari; il suo coef- 
ficiente poi è, astraendo da un fattore positivo, 





se l'equazione f(x) = 0 è 
TARE SE Silea lO Cla SOIUSA (1) 


Ora, nel caso che sia 


i segni della seconda serie saranno tutti +, non solo per 


xX=— co, ma-.anche per x=+.%; se poi 
d 2n 
Hat S SESTRI 
1 i 1 2) 


» 


tutti i segni saranno —, eccetto il primo e l’ultimo che so- 





Il coefficiente del termine di grado massimo ammissibile in T 
cioè di a227-2P, è a?, —k,ax,, che si trova zero. 


Il coefficiente di x22- 2971 è 


® 


a,(2%,}, vi kyz9f Sg lep283) ’ 


che si trova pure essere zero. 


Finalmente il coefficiente di 92-22-72 


è 
d9/ - 9 N e 7 €), O) ù 
ax°(P3° Ra lnBfs) a ag(22,71 x: ky%9Y ili kp%Y9), 


e si trova facilmente 


9 


2 dini DI © 2] Peer + 
Ba kepBP9= È, 
2n° 


9 
n-1 





CY E Tea È Le 
2xy, — kp3gYy — kyxYo=— 


così il coefficiente di a2%-2P9-2 è 


*( È 2n 
pa, — - do 
i n_-1 i 


come indica la (5). [T\]. 
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no +; nel primo caso si guadagnano dunque n P— P ov- 
vero si perdono n V — P, e perciò il metodo non dà schia- 
rimento alcuno; nel secondo caso il metodo mostra che l’e- 
quazione ha due radici complesse. Perciò con uno o con V’al- 
tro dei teoremi si scoprono solo due radici complesse; per 
ottenere un risultato migliore, bisognerà dividere l'intervallo 
in più piccoli, e per ciascuno di questi fare uso di quello 
dei due teoremi, che dà il limite inferiore pel numero delle 
radici reali. 
Per x=0’si ha dalla (6) 


io pe 3210) i] 
ÎS= An, f13 In-1, fa Zanzare E RA 
donde segue 


n—-p+1 
n—- p 








ia "a (piceno cdi (Pn An-p-14n-p+1 


ovvero, sopprimendo il fattore positivo (p!)?, 


s p+iln-p+il 
dieroa ISAMRREDR Ti 





A 14 


n_-p- iP 


p n—- p 
valida per tutti termini, ad eccezione del primo e dell’ulti- 
mo che sono positivi. E ora, prendendo queste due serie in 
ordine inverso e sopprimendo dei fattori positivi, si otten- 
gono le altre due serie 


ca 2n o 3(n-1) o 4n-2 
+, ax — di arco ‘ap RITRZAA 
n_-1 (nd e e AIA | 


che corrispondono a quelle considerate da Newton [2] e per 
le quali egli diede il suo teorema senza dimostrazione. 





[2]. D’ordinario la regola di Newton suole ricavarsi dall’ equa- 
zione ridotta alla forma 


n(n—- 1) 
9 


dl 


E (| n-1 1 n-2 Da 
ag + na; 14 di AL Sena diga 


considerando la serie degli elementi semplici 


_ te; 
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Supponiamo che in esse ci stano q P—P. Per x = — o non 
si hanno P— P; dunque nell'equazione 1 numero delle ra- 
dici negative non può eccedere il numero q delle P— P nelle 
due serie; supponiamo inoltre che in esse ci stano qj V-P; 
per x = 00 non si hanno V— P; dunque 2 numero delle ra- 
dici positive nella equazione non può eccedere i numero q,; 
delle V— P nelle due serie. Di qui si può di nuovo conchiu- 
dere, come dal teorema di Descartes, che 2 equazione ha al- 
meno tante radici complesse, quante variazioni (n—-q— g) 
ha la seconda serie. 

Newton, adoperando in questo modo P — P per una x ne- 
gativa, e invece V— P per una « positiva, ottiene ordinaria- 
mente una determinazione più esatta che Sylvester del nu- 
mero delle radici reali [3]; nell’ esempio precedente il teore- 
ma di Newton mostra p. es. che c’è soltanto 1 radice posi- 
tiva, mentre, se seguendo Sylvester si adopera soltanto P—P, 
se ne hanno 5, lo stesso numero cioè che darebbe il teo- 
rema di Descartes. 


$ 11. Estensione del teorema di Descartes. 


121. In ciò che segue mostreremo che, con considerazioni 
del tutto diverse da quelle fatte ora, si può pervenire ad una 
determinazione del numero delle radici, la quale supplisce 
molto bene la precedente ; solo in casi particolari questo me- 
todo è un po’ inferiore a quello di Newton, mentre è spesso 
il migliore e viene adoperato con maggiore facilità. 

Nella dimostrazione del teorema di Descartes facemmo ve- 





insieme a quella degli elementi quadratici 
2 (I900 Su 2 2 
Coi di gatto dato e Ae ddp diga 
le quali serie diventano quelle dell’A., se si fa a =1 e si molti- 


plica l'elemento semplice ap per (7) e l’ elemento quadratico 


i nY° 
corrispondente per (7) MISE 


[3] Tuttavia è da notare che, cangiando in f(x) x in —x, la de- 
terminazione con la regola di Sylvester del limite superiore del 
numero delle radici negative della trasformata equivale alla de- 
terminazione con la regola di Newton del limite superiore del nu- 
mero delle radici positive di f(x), come ha osservato lo stesso Syl- 
vester e come del resto è facile vedere. [T.]. 
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dere che, introducendo ‘nell’equazione una radice positiva, il 
numero delle variazioni aumenta almeno di 1. Nel caso che 
per mezzo della moltiplicazione si sia introdotta più di 1 va- 
riazione , il numero delle permanenze sarà diminuito, e al- 
lora si avrà una più esatta determinazione del numero delle 
radici negative, poichè questo non viene alterato per l’intro- 
duzione della radice positiva. 

Se il primo coefficiente negativo dell'equazione è — a), la 
nuova equazione, ottenuta, mediante moltiplicazione per x—%, 
avrà, se i termini di questa si scrivono uno ad uno sotto i 
termini della data, un termine negativo nello stesso posto : 
allora sarebbe raggiunto lo scopo, se si potesse scegliere % 
in modo, che alcune delle precedenti permanenze si cangias- 
sero in variazioni. Moltiplicando 
Ep EEN LO 


7 ia A pio I Ae ia o ion 


per € — a, si ha 


Ta i pt PIO e I MITA go O ce (2) 


dove m è positivo; si ponga poi 





Ap 


Allora nella nuova equazione i segni saranno gli stessi che 
quelli dei termini della serie 


;RS pa 1! (7 RISE e 
Sia a, il primo coefficiente positivo dopo — a,, — a, il primo 


negativo seguente, e così via; allora per queste parti della 
serie si hanno gli stessi segni come per 


FRS) Ui== Epy ’ oe kp+9 g0*°°7 Gr= lega o) 
+ ; lgta 04 ’ lj49 MA, o, kira il ’ 
iuise! ) UV, — ke0i ’ Cla dela PICCHI (04 i KA, g*0°* 


Ora nel caso che i quozienti, che si trovano in ogni grup- 
po, siano decrescenti, nessun valore di « conduce allo scopo, 
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poichè allora le variazioni possono spostarsi, ma non aumen- 
tare di numero. In ogni altro caso, prendendo « compreso 
fra il & più grande e il X più piccolo, il numero delle per- 
manenze diminuirà ; si determina facilmente il valore di 2, 
pel quale il numero più grande possibile di permanenze si 
cangia in variazioni; si può allora trattare nello stesso modo 
la nuova equazione e così continuare, fino a che si perven- 
ga ad una equazione, in cui i quozienti X siano decrescenti 
in ogni gruppo [1]. Il limite per il numero delle radici po- 
sitive sì trova poi nello stesso modo, cambiando x in — «. 


Esemp. 
x$ + a" + 4x85+ 8x° — x4— 7x3 — 22x? +152x — 450 =0. 
22 
1 4 2 74 -— 
Îi 


I numeri sottoposti indicano i valori di k, e i gruppi so- 
praindicati diventano: 


1,1-a,4-a,2-a,- 
DI 3 


int 


ponendo 2=3, le prime tre permanenze si cangiano in va- 
riazioni, e quindi nella nuova equazione basterà considerare 
il gruppo di termini 


LAO Ari 4, 


25 + 1 


4 25 + 


donde il nuovo gruppo di segni 





[1]. Naturalmente sono da considerarsi come gruppi formati da 
l: decrescenti anche quelli che contengono un solo X o nessuno, [T|. 
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sicchè per 
i 3 4 
4 25 
si ha soltanto una permanenza; perciò 1 equazione ha sol- 


tanto 1 radice negativa. 
Il teorema di Newton dà 


++t+t+---+-, 
+—++t+t+++4+, 


perciò tre P— P. 
Per trovare il numero delle radici positive, si cangia x in 


— x; allora abbiamo 


xs - x? 4405 8x°— x41+ 7x3 — 22x*? — 152x —- 450 =0. 


Nelle ultime permanenze il quoziente è decrescente, e per- 
ciò queste permanenze non si possono togliere per mezzo di 
una moltiplicazione; risulta dunque che l'equazione ha 1 o 5 
radici positive, come si trova col teorema di Newton [2]. 


(2]. Un’ altra ingegnosa applicazione della regola di Descartes 
alla ricerca del numero delle radici, che cadono in un dato in- 
tervallo, è stata data da S. Realis, appoggiandosi sopra un’ os- 
servazione di Jacobi. (Giorn. di Battaglini, Vol. IX, pag. 355.) [T.]. 


CAPITOLO II. 


CALCOLO DELLE RADICI DELLE EQUAZIONI NUMERICHE, 


—_—— _————————r—r6—<@ 


$ 1. Determinazione delle radici razionali. 


122. Una equazione con coefficienti frazionari si può sem- 
pre trasformare, come è stato mostrato all’ Art. 42 (Vol. I), 
in un’altra, i cui coefficienti siano numeri interi ed il cui 
primo termine abbia il coefficiente 1. In appresso supporremo 
sempre che questa trasformazione sia stata fatta. 

Una equazione, il cur primo termine ha il coefficiente 1 
mentre 1 rimanenti coefficienti sono numeri interi, non può 
avere nessuna radice razionale frazionaria. 

Sia l'equazione 


e 4 CA SE agg? Prata 0 (1) 


Se la frazione irriducibile È fosse una radice di questa 


q 
equazione, si dovrebbe avere 
“ p" ( Dr di poi ò x ) 
—=-|a3c +40, a 
u denza LIT) A ene n 
9 eg q | 
ovvero 
p" < 


ESCI, oa n-1 AMY) N=-1 x 
(02 + d9p (i Pia pa 1 An,0 ) 3 
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il che è impossibile, poichè il primo membro è una frazione 
irriducibile, mentre il secondo è un numero intero. 

Così la ricerca delle radici razionali di una equazione a 
coefficienti frazionari si riduce alla determinazione delle ra- 
dici intere della trasformata secondo l'Art. 42. Passiamo ora 
a vedere come si determinano queste radici intere. 

123. Sia (1) l'equazione data, e sia # una sua radice inte- 
ra; allora si avrà 


bb alli age Lana =101 


donde risulta che # dev'essere un divisore di a,; si provino 
allora i diversi fattori di a,, presi tanto positivamente quan- 
to negativamente; se nessuno di questi sodisfa 1 equazione , 
questa non ha nessuna radice razionale. 

Per provare il divisore t, si divida l'equazione per esso : 
allora, ponendo 


Un=t@n-13 
si. avrà 


tera a e, deg 0 


donde segue che a,_;+9n-, dev'essere divisibile per t; in- 
dicando con g,_s il quoziente, si vede nello stesso modo che 
An-9 + Ing dev essere divisibile per #; finalmente si dovrà 
avere 

1+9,=0. 


Se nel corso del calcolo s'incontra un quoziente g frazio- 
mario, il numero che si prova non può essere radice; se in- 
vece tutt’i quozienti sono interi e si finisce con qQg= — 1, il 
numero che si prova è una radice, e contemporaneamente 
questo calcolo ci fornisce 1’ equazione data priva di questa 
radice; difatto il quoziente sarà 


_M-1 sn? n-3 Le 
Ne _ QX QgX -°°T7An-1) 


poichè, moltiplicando questo polinomio per x —#t, si ha 
e (91 3 090) se IRR e (tap-1 Li qc? Sa li Pe 


ma p. 1. 
Ch + dp sa ta p-1 ? 
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quindi 
tin-1 7 Ap pe 


Il modo migliore per condurre il calcolo verrà chiarito dal 
seguente esempio. 
Esemp. 
09 — 47x24 + 423x — 140x? + 1243x + 420 = 0. 


lirovandoltp:it esa =93 est ha 
. — 140x° + 1213x + 420. 
451 140 
S11 1353 
3 non divide 311 e perciò non può essere radice; provando 
E2 si ha 





VARA O TA TO MIL 0 
II, pp meno: 104 35 
DIES EI NERO MIA DTT 


Di qui si vede che 12 è una radice e che la divisione per 
x —-12 dà 
xt — 35x3 + 3x? — 104x — 35 = 0. 


La prova con 35 dà 


pae el 335 BR SA QAMSORLI955 
SH Oa DEI 
35 ARRE 


e per conseguenza si perviene all’ equazione 
x*+3x +1=0, 


che non ha radici razionali. 

Per limitare il più che si può il numero delle prove, è con- 
veniente determinare anzitutto i limiti delle radici; con ciò si 
evitano quei fattori di a, che giacciono fuori dei limiti; inol- 
tre è da osservare che, se f(@) è divisibile per x — #, anche 
i quozienti 

ee) 


TO Alia edera 
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saranno numeri interi; i fattori più piccoli—1,+1,... si 


provano sostituendoli nell’ equazione. Così nell’ esempio pre- 
cedente si ha 


f(-1)=- 1404; f(1) =1870; 


perciò non c’è bisogno di provare il fattore 10, poichè 1404 
non è divisibile per 11; al contrario si deve provare — 10 , 
poichè 1404 è divisibile per 9 e 1870 per 11; se poi si calcola 


F@)=4940, 


che non è divisibile per 12, si vede che — 10 non può .es- 
sere radice. 


$ 2. Teoria delle differenze. — Interpolazione. 


124. Dopo che si è separata una radice, è necessario, pri- 
ma di cominciarne il calcolo propriamente detto, di avvici- 
nare fra loro per quanto è possibile i limiti di essa. Ciò può 
farsi, sostituendo in f(x) valori di x che giacciano fra i due 
limiti, poichè allora dal segno di f(x) si potrà riconoscere 
dentro quale dei due intervalli, in cui è stato diviso il pri- 
mo, cade la radice. In questo modo si potrà continuare fino 
a che i limiti si siano avvicinati quanto si vuole. Ma questo 
metodo, sebbene apparisca abbastanza semplice, si troverà 
in pratica assai incomodo; perciò si prende un’altra via, che 
conduce più facilmente allo scopo. 

125. Differenze di una funzione. Sia 


Usa Re pei 


una serie di termini formati con una legge qualunque; allora 
sì ponga 

Un4+1 dr Un = Au, . . . . . (1) 
e questa quantità si chiami la differenza prima di u,; in 


simil guisa vengono formate differenze seconde, terze, e così 
via, cioè 


Austi = Aun == A?un , À A . F . (2) 


2; 2 CEMIATO. 
A Un+1 “a” A Un nea À Un ’ 


sul 


ti seni 
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e così via. Da ciò si ottiene 


A2un =Aun; 1 Aun 


 Un:2 7 Unva 
alati + Un 
DS 9 
= Un4g — ZUnza +.Un 3 
A3tn= A(Un:9 — QUnaj + Un) 

IV n+2 A0n41 n 

ssi 30 2U n 39 38 Uni 
Un49 + 2Un41 _ Un 

= Unzg — Ung + BUyx, — Un. 


Come si vede, in generale i coefficienti dello sviluppo di 
A”un saranno gli stessi che quelli dello sviluppo di (a — 0)”; 
si avrà perciò 


si; NAVA 


a e Ta I + (- 1)'un. (8) 


Pi, — 25 
AlUn=Un+p 

Da ciò si vede che ogni differenza si può esprimere per 
mezzo dei termini della serie. Viceversa ogni termine si può 
esprimere per mezzo del primo termine e delle differenze di 
questo; difatto si ha 


U, = Ug PAU) 


donde 
Au:= Au +A°u); 
ma 
si un =U,+du,, 
perciò 


Ùg = uo + 240 + A?4,; 
inoltre è 


ug='Uz PAU, 


3 
=u + 240 + A? 
+ Au + 2424 4°ug 


= o + IAU; + BA°UTH- Au. 
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Qui si vede che in generale i coefficienti dello sviluppo di 
u, saranno gli stessi che quelli dello sviluppo di (a + db)"; si 
avrà percio 


p(p_1) 


105 Afug Pit + Alu O) 


up=un+i AE 


126. Differenze di funzioni intere. Sia 
ETA A 


una funzione intera di 2, in cui si attribuiscono ad x suc- 
cessivamente i valori 


PIRRO Cra ell ARRE a SP ARENA i 
i corrispondenti valori della funzione si possono indicare con 


UO VITO PURO VR 
Allora si ha , 
isf bharat ho 


LI 


donde risulta che Ax è di un grado più basso di wu; A?v è 
. . . e + 1 Ì M_-2 9 Te 
poi di due gradi più basso ed ha n(n — 1)agxe"7?4? come pri- 
mo termine, e così via; da ciò segue che, se una funzione è 
dell’ nesìimo grado, le sue differenze ne8me saranno costanti, 
difatto 
(PR ARES f n [ni 
Arnone tto egli ROSA 


Le differenze di grado più elevato dell’ n°850 saranno quindi 
tutte nulle. Una serie, le cui differenze nesime sono costanti, 
st dice una serie di differenze dell’ nesimo ordine. 

Esemp. 

ACI Ae 


Lit 16 TORI SA AO 


15 65 15 ZO 
Ar; A?u, Asus 
50 110 TRA SSR 
Abu VA STR 

60° 84 
ATRUS 


24 
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Ora per le (4) e (3) si ha p. es. 
us=1+5-15 +10-50+10-60+5-24= 1296 = 64, 
As, =1-4-16 + 6-81—4-256 + 625 = 24, 


127. Sostituzione in f(x) di valori di x equidistanti. Se in 


f(x) si deve sostituire una serie di valori di x equidistanti 


(cioè in progressione aritmetica), basterà sostituire soltanto 
n valori consecutivi; con l’aiuto di questi si possono trovare, 
per mezzo di una serie di sottrazioni, le differenze e allora 
con semplici addizioni si possono determinare i valori della 
funzione per i rimanenti termini della serie. 
Dia p.es. 
u=a — 5x + 6 
la data funzione, che devesi calcolare per x = 1, 2, 3,... 
allora, se x, = 1, si ha per 
e E ME AA Va a 


u Au A?u Au 
2 2 


4 NATO TG: 
Reit 


Conformemente alla (7) l’ultima differenza è 6. Perciò la se- 
rie per A?x si può completare verso 1’ alto e verso il basso, 
poichè due termini consecutivi hanno la differenza 6; allora la 
serie precedente dei Ax può essere continuata anch’ essa nei 
due sensi, poichè si conosce la differenza fra due termini con- 
secutivi qualunque, e così via. Così pei A?x si ha 

GUALDO: 1a e Lon 
e quindi pei Aw 
onde la serie degli «x diventa finalmente 

9 
sicchè si è trovato 


f(0)=6; f(@)=50. 


128. Determinazione di f(x) per mezzo dei valori ch’ essa 
prende per n+1 valori di x equidistanti. Si seriva la for- 
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mola (4) nella forma 





(p—_1 p(p_l)...(p-n+1 
un=% i no vs ) A°ugt...+ ce A'ug. 
é si ponga 

P a RIE 7 


mentre per w,; duo, A?%w,...si prendano i valori deter- 
minati per mezzo degli n+1 valori dati di u= f(x); avre- 
mo così 


dx — co duo (e_- eo) (e - 2h) 4° 





L 
d: (e — 200) (€ - 00h)... (e- x {n -1]h) Ato (8) 





i n hi 


Poichè la formola vale per tutt’ i valori interi di p, vale 
anche per 


x=X5 C=X+h, a=x,+2h,...,0=%x%+ nh; 


e quindi indicando con F(x) il secondo membro della (8), si 
vede che l’equazione 
f(e) = F(@) : 

viene sodisfatta da n +1 valori di x; ora siccome questa 
equazione è al più dell’ne8m0 erado, essa dev’ essere identi- 
ca, e perciò si è trovata f(x) mediante gli n +1 valori dati. 

Esemp. Si voglia determinare una funzione di terzo gra- 
do, che per x=1,x=2, x=3,.x=4abbia rispettivamente 
(ONBIOLISO SRli L13211 


Si ha 


perciò 
Ugi="bm Au, =56, Alu — 47 Aa 10, ed 


$ 2. INTERPOLAZIONE. ART. 129. 49 


e per conseguenza 
f(a)=5+6(e—1)—-2e-1D(e—-2)+ - (e -1)(e-2(e-3). 


129. Interpolazione. Con l’aiuto dei teoremi precedenti si 
può risolvere la questione posta da principio, cioè di calco- 
lare i valori di una funzione per valori di @ che giacciano 
fra due già adoperati. Ordinariamente si divide » in un certo 
numero g di parti eguali; allora ponendo p. es. 


h=qh,, 


per mezzo della (8) si ottengono i valori della funzione cor- 
rispondenti ad x = a, + mA,, e quindi 


f(c0 + mb) = + AA + Ag4°u +. .+ Ah", è (9) 
dove 


DE 
Ponendosp. es. n=, has 16: 5 ha 


__m(m — 10)(m — 20)... (m — 10[k — 1]) 
53 1. DISP 108 








k 


Intanto per calcolare f(x,+mh,) non si sostituiscono in 
Ax i valori di m, ma si caleolano le differenze della funzio- 
ne, che corrispondono al nuovo intervallo; indicando queste 
con è, si ha allora [1] 


U, = Uo 


duo = DA, Au, + CALA? + CASASU +... 


Den G?ASA?4, + CASNIUNT-... 
0 aero ARA 
SRATREETE 3 3 
G Uo ia CASA” + LITE. 
giacchè 
duo; (0A i dA) lacoste Vian 
[1]. Eseguendo le operazioni è, è?,... sui due membri della (9) 


per n=0. [T.]. 
PrerERSEN — Equazioni algebriche. Vol. I. | 4 


» 
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essendo %,; Ax, A, ..., rispetto ad m, ordinatamente dei 
radi 0, 1,2 Nelle espressioni del s d b Ì 
gradi 0, 1, 2,... Nelle espressioni del secondo membro si 
deve prendere per m il valore corrispondente a ww), cioè 
m=0.; ‘ora, perg = 10 si-ha 





A,=— 3 0A,=0,1 
dal — 10) |, Ri 
As a RE ; OA, Sr 0,045 , 6A, - 0,01 1 
-10)(m_-20 _ 2 ki 
As e GA;=0,0285, è2A,=—0,009, 23A;=0,001. 





NOIE ENTE) 
Nella funzione determinata sopra era 


ui dr vAug 0A A O 


“ 


perciò 
6u,= 6.0,1 + 4.0,045 + 10.0,0285 = 1,065, 


uu, = — 4.0,01 — 10.0,009 = — 0,13, 
du = 10.0,)001= 0,01: 
Allora si calcolano i valori della funzione per 
ad letgaiaealde 


costruendo la seguente tabella: 











Hi DT) ci IO du Lee: 0° d°u 
1,0 5,000 1,065 — 0,13 0,1 
ai 6,065 0,935 _ 012 0.1 
1,2 ff ‘000 0,815 en VAL! 0,1 
18 7,815 0,705 2ogto 0,1 
1,4 8° 520 0,605 _ 0. ,09 Ut 
5 9,125 0,515 — 0,08 01 
o 9.640 0435 — 0,07 0,1 
1,0 10, OT5 0,365 — 0,06 Oi 
18 10,440 0,305 - 005 
ded 10, 745 0, 255 
2,0 DI ‘000 


“> 
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Completando questa tabella verso l’ atto, si trova che la 
funzione si annulla per un valore di x compreso fra 0,6 e 0,7. 


$ 3. Metodo di approssimazione di Newton. 


130. Supponiamo che una radice dell’ equazione f(x) =0 
sia separata fra due limiti abbastanza vicini a e d, dove 
a<b. Ponendo x = a, si commette un errore, che viene de- 
terminato dall’ equazione 


f(a + %) =0 ovvero 0=f(a)+f'(a)e, + SUONA a SPIRI 


Poichè qui «, è assai piccolo, i termini, che contengono 
x,°, 0,3, e così via, saranno in generale piccoli rispetto al 
termine che contiene x,. Newton trascura perciò i termini 
che contengono potenze più alte di x, e pone 0=f(a)+f'(a)e,, 

OLGio cong =— fa) 
(E ZO 
ovvero 


CLZ=Ad- 


f(a 

ADE . . . . . 0) (1) 
I 

Fa) 

così si ha un nuovo valore approssimato, il quale ordinaria- 

mente sarà più esatto del primo; da questo se ne ricava nello 


stesso modo un nuovo, e così via. 
Esemp. 


xc°-—2x-5=0. 
L'equazione ha una radice fra 2 e 2,1. Si ha 
CA SIIT CI AI 


Ponendo a = 2, si ottiene 


— 1 
ee Aia dle 
ora è 
f(2,1) ="0;0015 TACITO 1123, 
donde 


xe = 2,1 — 0,0054 = 2,0946; 
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quindi si ha di nuovo 


f(2,0946) _, 
rr _4 = 2,0946 —0,000048517 = 2,094551483. 
#1 0946) © © 0,000048517 = 2,094551483 


131. Difetti del metodo. Il metodo di Newton si applica 
con sufficiente facilità, ma non si può usare sempre con si- 
curezza, poichè può avvenire che la correzione aggiunta ren- 
da l’errore maggiore invece che minore. Ciò s’intuisce facil- 
mente con considerazioni geometriche analoghe a quelle fatte 
altra volta; infatti la quistione si riduce a determinare il 
punto d’intersezione della curva y= f(x) con l’asse delle @, 


xe=2,0946 — 





conoscendo un punto di ascissa a vicino al punto d’interse- 
zione. Il metodo di Newton consiste nel sostituire alla curva 


la tangente nel punto di ascissa 4; questa tangente ha di- 
fatto l’equazione 


y-fa)=f"(a)(x— a), 


e il punto d’intersezione di essa con l’asse delle x si deter- 
mina ponendovi y= 0, donde 


che coincide con la formola di Newton. Intanto si vede fa- 
cilmente che il punto d’intersezione della tangente con l’asse 
può essere più lontano dal punto d’intersezione cercato che 
il punto dal quale si parte; perciò fu tentato in vari modi 
(da Fourier, House] e parecchi altri) di completare il metodo 
in modo, da poter essere sicuri di avvicinarci sempre più al 
valore cercato. Oltre a ciò è desiderabile che il metodo dia 
non solo un limite superiore, ma anche un limite inferiore 
della radice, affinchè si conosca il limite dell’errore commes- 
so [1]. Nel fare le aggiunte opportune ci allontaneremo al- 
quanto dai metodi proposti finora. 


[1]. Genocchi ha dato un metodo facile per calcolare due limiti 
dell’ errore per ciascuna approssimazione ottenuta col metodo di 
Newton. (Giorn. di Battaglini, II, pag. 27; ovvero Rubini, Comp. 
agli elem. d’Alg. 1867, pag. 217.) [T.]. 
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182. Si supponga che l'equazione non abbia radici eguali 
e che f(x) ed f"(x) non possano annullarsi insieme; in tale 
ipotesi, si potranno avvicinare fra loro i limiti tanto, che 
f'(@) ed f"(x) non cangino mai segno nell’intervallo. Allora 
la curva è, dentro questi limiti, costantemente ascendente o 
costantemente discendente e con la concavità rivolta sempre 
dalla medesima parte. Siccome f(x) cambia segno entro l’in- 
tervallo, f(x) ed f"'(x) hanno lo stesso segno in uno dei due 
limiti; se partiamo da questo limite, la formola di Newton 
darà una maggiore approssimazione, come dimostra la con- 
siderazione della curva nelle quattro posizioni possibili. Nella 
prima ed ultima figura 


si ha f"(x) positiva e perciò si parte dal valore limite che 
rende f(x) positiva, mentre negli altri due casi si ha f"(x) 
negativa e perciò si parte dal valore limite che rende f(x) 
negativa; tirando la corda fra i due punti della curva cor- 
rispondenti ai valori limiti, il punto d’ intersezione di essa 
con l’asse deve dare un secondo valore limite, che, insieme 
col valore determinato dalla tangente, presenta una coppia 
di limiti più vicini dei primitivi; l'equazione della corda è 


{AZIO eg, 
e perciò dà 
= db wii n 
AA e Saar pa 
dove, essendo 
b- a) 


f0) = f(a) + f'(a) ca +f"a) fed "REQ 


1 I i INI hd DA. 
m=zf'@0-d+ fatt... 
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In caso dunque che a e b siano è due limiti, ed a quello 
di questi pel quale f(a) ed f''(a) hanno lo stesso segno, 


saranno una coppia di limiti più vicini [2]. 
Esemp. 
Sia l’equazione, già considerata, 
x-2x-5=0; 
per essa si ha 
fa) == 22-51} 2a oi 


Una radice è separata fra 2 e 2,1. Si ha f(2)=-1; 
f(2,1)= 0,061, perciò, essendo /''(x) positiva, 


a, = 2,1 — 0,0054 = 2,0946, 


Partendo da questi valori limiti, si ottiene come sopra 
‘ ag = 2,094551483 
e inoltre 


by = 2,0946 — 0,0000438528 = 2,094551472. 


[2]. Su questo soggetto si può consultare Serret o. c. Art. 162 
e 163 e una Nota di G. Janni nel Gior. di Battaglini, Vol. VIII, 
pag: LD [Ii 


$ 4. MeToDO DI LAGRANGE. ART. 133. DO 


$ 4. Metodo di Lagrange. — Metodi di Bernoulli 
e di Griiffe. 


133. Dopochè una radice è stata separata fra due numeri 
interi consecutivi a ed a +1, si ponga 


Xx=za4 — 
CI 


e si formi l’ equazione in x,. In caso che la radice cercata 
sia negativa, si cambi prima x in — 2. 

Ora, se la data equazione ha soltanto una radice fra a e 
a+1, l’equazione trasformata ha soltanto una radice posi- 
tiva maggiore di 1j separata questa fra due numeri interi d 
e D+1, si ponga 

d; 
Vipera 
2 

Applicando ripetutamente questo metodo, si ottiene la ra- 

dice cercata espressa dalla frazione continua 


ea 

ua : 

1 
la ca 


Se la data equazione ha più radici fra a ed a + 1, l’equa- 
zione trasformata avrà altrettante radici maggiori di 1; allora 
per ciascuna di queste si continuerà il calcolo nello stesso 
modo che sopra. 


Esemp. 
bee rire = 
Si ponga 
' xr=2+ dA ; 
di 
si otterrà, essendo 
] "I ta ! 

FS SOTA TE 1410-2462 +, 
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l'equazione trasformata 
RM LL 0, | 


La radice positiva di questa equazione giace fra 10 e 11; 
poniamo perciò 


1 
ar l0 Faz. 
Lg 
Ora si ha 
fi(e) =? —10x°— 6-1 f,(10) = — 61 è | 
Ero) 3a? — 20x — 6 f.!(10) SMI | i 
1 1 
21" =30-10 fx "(10)= + 20, 


sicchè la nuova equazione trasformata sarà 
— 61x3, + 94x%, + 20%, +1=0, 


la cui radice positiva giace tra 1 e 2; perciò la radice cer- 
cata giace tra le due frazioni continue 





ii 
29+t——— m Peé” 2+ 
1 10 1 
LO2Kk 1 + 9 
ovvero fra 
23 44 
1l K 21° 


154. In generale solo con incomodità il metodo conduce ad 
un risultato alquanto esatto; Lagrange ha mostrato come 
si possa abbreviare -1’ ultima parte del calcolo; ma siccome 
persino con questi cangiamenti il metodo non si può ap- 
plicare con vantaggio, così questi si possono con ragione 
omettere. Al contrario mostreremo che spesso questo metodo 
si può collegare con vantaggio con un altro, profittando della 
forma particolare delle equazioni trasformate. 

Consideriamo l'equazione trovata sopra 


f,(0,) = ae — 10x10 


Se si sviluppa una frazione avente per denominatore f,(x) 
in una serie ricorrente, questa serie passerà da convergente 


4, MreTODO DI LAGRANGE. ART. 134. DU 


a divergente, quando x, passa per la radice cercata, poiché 
allora la frazione sviluppata diventa infinita. Si sviluppi perciò 


x 


Fe) | 


dove i coefficienti vengono determinati da 


oa degiepo e + SA 


Un = 100,_; st 60,9 sa An-3 [1]; 
così si troveranno successivamente i coefficienti 
TSRLOM10G#8LIZISALESA0:. 120092001920 L7( 000. 


Per un teorema di Cauchy il rapporto di due termini con- 
secutivi di'una serie, considerata nel passaggio da conver- 
gente a divergente, converge ad 1; qui questo rapporto è 





ti) Anti 1 
Gt 
n 1 
sicchè il rapporto 
Un 
Ant1 


si avvicinerà ad — ; facendo uso dei due ultimi coefficienti cal- 
si) 
1 


3 
[1]. Lo sviluppo di 0 sì riduce a quello di 
1 XL 





D'altra parte è da ricordare che, ponendo in generale 
FATTA a MST Ion PAT pi ea 
+ ae +. page i, 

sì ha per n>p 

| Di 21 


la quale;per p=3, a,=1,a,=—-10, a, =—-6,a=—1; da l’e- 
spressione di an indicata nel testo. [T.]. 
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colati, si ottiene già 


1 
o=2+4 —=2,0945514815. 
Ci 


Se si calcola ancora un coefficiente, questo e il precedente 
daranno le stesse 10 cifre decimali. 

135. Il metodo qui usato coincide in sostanza con uno in- 
dicato da Daniele Bernoulli; questo consiste nel calcolare le 
funzioni simmetriche delle radici 


Ly at mM nm Mm 
Sn=%, +%9g +%3 +. ... 


2a MI1 MH1 
Simn4+1 ez Ùq + Log t Dit fto» 01 46) 


e nel prendere, per m sufficientemente grande e nell'ipotesi 
7 i "OS = Mm aa Mt1. 
che x, sia ‘la.radice ‘maggiorè, Sa = (64080 Ge 


cosiechè si ha è 


Smt1 


»- DG = 
1 
Bi 


m 
Facendo uso di s_, €d S_(m+1) Si può trovare nello stesso 
modo la radice più piccola. 
Ora, se si considera che 
S 
SM FRED) AE 
Fio) sota Arr: 
si vede che il metodo sopra applicato coincide con quello di 
Bernoulli, non appena si prende xf'(x) per numeratore. 
Questa considerazione mostra da che cosa dipende il potere 
usare con vantaggio il metodo; affinchè tutti i rimanenti ter. 
mini diventino assai piccoli rispetto ad «,%, nessun’ altra ra- 
dice deve essere vicina ad «,, nè l’equazione deve avere ra- 
dici complesse di modulo prossimo a moda,. Se poi si ap- 
plica il metodo a trovare la radice più grande di una equa- 
zione, e due radici complesse conjugate hanno un modulo 
maggiore, il rapporto fra due coefficienti consecutivi non si 
avvicinerà a qualche valore limite determinato. Difatto, se le 
radici complesse conjugate sono 


r(così ©‘ sen), 


[2] Vol IArti 2010. 


P, ®, 
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si ha 
Sr 00 4 
Snia n PCOS maldiligeri. «co; 


ma, quand’anche i termini seguenti si possano trascurare e 
quindi si possa prendere 


Smti 7 cos(m +1) 





Ss cos mn 0 


nm 


non si ha nessun valore limite per m crescente. Si è ben an- 
che voluto in questo caso adoperare la serie intera [3], ma senza 
risultato sodisfacente ; l’ utilità pratica del metodo resta per- 
ciò limitata al caso, in cui si riesca a mettere l’ equazione 
sotto una forma tale, che i termini della scala di relazione, 
adoperati nello sviluppo, abbiano lo stesso segno e decrescano 
assai fortemente. Questo metodo si adopera molto vantaggio- 
samente, accoppiandolo con quello di Lagrange; che, in ge- 
nerale, conduce presto ad una equazione della forma indicata. 

136. Vogliamo considerare un altro esempio. Sia l’ equa- 
zione 


vo -2MAL #0, 


la quale ha due radici fra 1 e 2. Ponendo 


1 
cal 
1 
1 
si ottiene l’equazione 


x, — 4x,°+3x,+1=0, 


la quale ha una radice fra 1 e 2 e una seconda fra 2 e 3, 
ognuna delle quali si considera separatamente. Considerando 
l’ultima, si ponga 
IL 
pe a 
Lo 
donde l'equazione 


' 


[8]. Cioè lo sviluppo di ‘-—— in serie ordinata secondo le poten- 
x 


ze ascendenti di x. (Vol. I, Art. 20, (12).) [T.]. 


60 P. III. CAP. II. CALC. D. RAD. D. EQUAZ. NUMERICHE. 
la cui radice positiva giace fra 1 e 2; perciò si ponga 
1 
xg=l+—, 
Lg 
onde 
xs — Bas — deg -1=0; 


la radice positiva di questa equazione giace fra 4 e 5; si 


ponga finalmente 


1 
(Gg GREP O 
4 


onde l’equazione trasformata è 
x2,° — 20x,° — dx, -1=0; 
qui la scala di relazione è 
DOO La 
e con l’ajuto di essa si calcolano i coefficienti 
15 20,0 409778901519 092 0 018,30 


Ponendo ora 


3494078 
X= ———— 
TAR TO9S0O 
si ha 
1 
pr A 
2+ 2 
I 

1+ er 
4 + 
L4 


ovvero 
19-3494078 +4-170921 


714-3494078 + 3-170921 


dove tutte le cifre decimali date sono esatte. 


137. Accanto al metodo di Bernoulli è ancora da menzio- 
nare quello di Griffe [4]. Questo consiste nel porre x = #WY 





= 1,3568958". .., 


[4]. Gràffe: Die Auflòsung der hòheren numerischen Gleichun- 
gen, als Beantwortung einer von der Kéònigl. Akad. d. Wiss. zu 
Berlin aufgestellten Preisfrage, Zùrich 1837. [T.]. 
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e nel mandare via i radicali [5]; così si formerà una equa- 
zione, le cui radici sono i quadrati delle radici della data; si 
continua poi nello stesso modo, calcolando coi logaritmi dei 
coefficienti [6]; se una nuova trasformazione rende doppi i 
logaritmi dei coefticienti, questo è una segno che le radici 
più piccole possono considerarsi come evanescenti rispetto 
alle più grandi. Si supponga p. es. che le radici siano state 
elevate alla 32esima potenza e che in questo modo si sia ot- 
tenuta l'equazione 


ART ERI, REMIBENTI SIA PIAN LIONIA LI 
allora si pone 


32032 — 
xy" = dg 


IZALOLAA TORI 5 è a 


ritenendo da per tutto soltanto il termine più alto; in tal 
modo si trovano tutte le radici nel caso che siano reali, ma 
per le radici complesse si hanno le stesse difficoltà che col 
metodo di Bernoulli, il quale si fonda sulla medesima idea. 
Il dettaglio del metodo si può perciò omettere [7]. 


$ 5. Metodo di Horner. 


138. Il metodo di Horner si fonda in sostanza su ciò, che 
da una data equazione se ne può formare un'altra, le cui 
radici siano quelle della data equazione diminuite di una certa. 
quantità. Questo metodo è importante specialmente perchè 


[5]. In pratica si suole porre x = N—y. V. Appendice. [T.]. 

[6]. Qui serve la Tavola dei logaritmi di addizione e sottra- 
zione. [T\]. 

[7]. E da notarsi che Gràffe, nella Memoria citata, ha dato la 
completa determinazione delle radici reali e dei moduli delle im- 
maginarie. Encke poi {V. Appendice) ha indicato un metodo per 
la determinazione degli argomenti delle radici immaginarie, che 
però non è sempre sodisfacente, in special modo per ciò che ri- 
guarda le radici eguali. Questi inconvenienti si evitano ‘seguen- 
do il processo che il Sig. Carvallo indica per applicare il metodo 
di Gràffe. (V. Appendice.) [T.]. 


4%: i SR 
” PE) vito 
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dà un processo regolare e facile per eseguire questa trasfor- . 
mazione. 
Sia la data equazione 


fe) = 


l'equazione, le cui radici sono quelle di f(x) diminuite di a, 
si ha trasformando la data equazione in modo, che la nuova 
incognita sia 2 — a, il che si ottiene, ponendo 


sa 





(e-a)?+...+(e-2)"=0 


f@=f(a+x—a)=f(a)+f (2(a_-2)+ 


Di qui è evidente che f(a) è il resto che si ottiene divi- 
dendo f(a) per x — a; f'(@) è il resto che si ha dividendo 
di nuovo il quoziente ottenuto per 2 — 2, e così via; divi- 
dendo ripetutamente per x — a, si hanno quindi tutti i coef- 
ficienti dell’ equazione trasformata. 

Per eseguire la divisione per a — a ci serviamo dello svi- 


luppo di una frazione in serie; la scala di relazione è « [1]; 
ora il dividendo è 


Agg i  E 


e il quoziente 


be ba A E OE 





così si ha 


dbo= db = a, + bj de = a+ ad; db Atidzc 


p 


Si usa dare al calcolo una certa forma; per mostrarla, di- 
minuiamo di 2 le radici dell’equazione 


3x° — x3 + 4a? + 5e-8=0. 


[1]. Con questo metodo si moltiplica il dividendo per 


» 
etto rate TL, 





che è lo sviluppo di in serie ricorrente, dove, come si ve- 


de, la scala di relazione è a. [T.]. 


ulti. 


$ 5. METODO DI HornER. ART. 138. 63 
Scrivendo soltanto i coefficienti, si ha 

3 0 —1 +4 do — 8 

3 6 1061 26 57 106 

3 12 35 96 249 ‘ 

3 18 ql 238 

3 24 119 

3 30 


e perciò l'equazione trasformata sarà 
3° + 30x4 + 119x3 + 238x? + 249x + 106 = 0. 


Qui la moltiplicazione per 2 (cioè per @) e addizione sono 
state eseguite contemporaneamente : se i numeri sono così 
grandi che questo calcolo non si possa fare con sicurezza 
mentalmente, si scrive il prodotto ab, sotto a,4, e poi si ad- 
diziona, come si vedrà più sotto nell’esempio. 

Ci serviamo di questo metodo per trovare successivamente 
le cifre della radice, una alla volta; se la radice giace p. es. 
fra 2 e 3, le radici si diminuiscono di 2; ora la prima cifra 
decimale della radice si cerca come radice dell’ equazione 
trasformata, per la qual cosa si adoperano solo i due ultimi 
termini [2]. Ora, se si trova che questa è p. es. 5, la radice 
si diminuisce di 0,5, e così si prosegue il calcolo. Può av- 
venire che pel decimale richiesto si ottenga un valore troppo 
grande; ma ce ne accorgeremo subito, poichè , siccome una 
delle radici della trasformata avrà allora cangiato il segno, 
l’ultimo termine della trasformata stessa sarà di segno con- 
trario all’ultimo termine della primitiva; allora si assaggerà 
la cifra prossima più bassa. Se la cifra determinata dai due 





[2]. Infatti, se © è la trasformata, la radice che se ne cerca è 
compresa fra 0 e 1, e, pel metodo di Newton, questa radice sarà 


20) 


prossimamente — 0) , ossia il quoziente degli ultimi due termini 


U 


: Î 0 a 
di @ col segno mutato. Si noti che — ai sarà sempre positivo, 
9 
perchè, se 0 è così vicino alla radice cercata x che fra 0 ed x non 
cada altra radice di 9 nè alcuna radice di 9’, e pg conserveranno 
sempre fra 0 e x i medesimi segni, i quali (Art. 105) saranno 
contrari. [T.]. 
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ultimi termini è troppo piccola, ciò apparirà dai calcoli suc- 
cessivi. Come esempio può servire l'equazione 
c°-T7x+7=0 


considerata altra volta. Si voglia la radice che giace fra 1,3 
e 1,4; il calcolo va fatto allora nel modo seguente: 














LUNIRRIO —7 arti 
Loi — 6 co 

Lt ,2 4 

LE 

PO, 0,99 — 0,903 
"IRPI EE SEO) 0,097 
JO o 1,08 

Le - 1,98 

Tgalo 0:83 

IREATERE 


La radice è stata così nin: dig}; 3; la cifra prossima 
viene determinata da 


L'OSSO OE 


perciò si diminuirà ora la radice di 0,05, operando come 
segue: 























1 3,9 — 1,93 0,097 
1 0,05 0,1975 — 0,086625 
GIOR 7AB26 0,010375 
0,05 0920 
4,00 — 1,5329 
0,05 
4,05 
I due ultimi termini dànno la cifra 6, perciò 
1 4,05 — 1,5325 0,010375 
0,006 _0,024336 — 0,009048984 
4,056 sot SITU 0,001326016 
0,006 0,024372 
4,062 — 1,4838792 
0,006 
4,068 


Dopo ciò la cifra seguente sarà 8. 


$ 5. METODO DI HORNER. ART. 139. 65 


139. Dopo che in tal modo si sono trovate alcune cifre, 
le seguenti si possono trovare con un calcolo abbreviato qui 
sotto esposto: 


1 4,0(68) —1,48379(2) 0,001326016 (895868 
99) 





325 MATT AA30 

— 1,48054 0,000141584 x 
lag 20 — 132921 

— 1,4772(9) *»x = 0,000008663x% 
AREA RSI 
— 1,4769 1280 
+ se] 
— 1;476(5) E 99 
— 1,47(6) — 88 
— 1,4(7) mei VCS 


ch) 1,(4) 


Nel provare la cifra 8 si trascura 2 a destra della penul- 
tima colonna e 68 a destra dell’ antipenultima. Il prodotto 
di 0,0008 per 4,0 si considera essere 0,00325, perchè imma- 
giniamo moltiplicato 4,068 per 0,0008 e cancellate le due ul- 
time cifre 44. Si fa quindi l'operazione nel solito modo, giun- 
gendo così al numero * nell'ultima colonna. Non si opera più 
sull’ antipenultima colonna, perchè questa verrebbe alterata 
solo nelle cifre già trascurate; invece si aggiunge di nuovo 
325 nella penultima colonna , pervenendo così al numero »* 
della colonna stessa. Facendo il quoziente fra i due nume- 
ri x si ottiene 9, cifra da provare in modo analogo: cioè si 
trascurerà 9 a destra della penultima colonna, aumentando 
mentalmente di 1 l’ultima cifra 2, e a questo numero si ag- 
giungerà il prodotto di 4,0 per 0,00009 che si prenderà eguale 
a 4. Così proseguendo, si giungerà ai due numeri}, ed ope- 
rando su questi come nella divisione abbreviata, si otterranno 
le altre quattro cifre 5868; così si ha 


xe = 1,396895868. 


Questo risultato è quasi sicuro fino all’ ultima cifra, poi- 
chè, se l'operazione fosse stata eseguita per disteso, l’ultima 
colonna avrebbe avute altre cifre a destra, ma quelle qui 
date sarebbe state sempre le stesse, eccetto l’ ultima cifra, 
che in qualche linea avrebbe forse potuto aumentare di 1. 

Lo stesso valore di x fu trovato con due decimali di meno 
nell’Art. 136. 
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$ 6. Calcolo delle radici complesse. 


140. All’Art. 110 fu mostrato che la separazione delle ra- 
dici complesse può effettuarsi cercando i limiti del modulo 
e dell’ argomento della radice, ovvero determinando i limiti 
fra i quali è compresa la parte reale della radice e quelli 
fra i quali è compresa la parte immaginaria. In seguito si 
potrà adoperare il metodo di Newton per determinare la ra- 
dice con più esattezza; ma în generale il calcolo sarà assai 
incomodo, poichè, senza una ricerca più accurata, non si po- 
trà decidere se in effetti la formola di Newton faccia avvi- 
cinare di più alla radice cercata. Si tratta perciò di tentare 
un altro procedimento, col quale il problema venga poi ri- 
condotto a determinare le radici reali di un'equazione ausi- 
liaria. 

Sia 

fia) =0 
l'equazione e si ponga 
day bw: 
Si ha allora 











Fu) +f'(Yiz — PU) A "ot Na MOPACIDO: 
la quale equazione si spezza nelle altre due 
ai) 2° i 24 
VICINA Oni ae der 
e 
POSTO 0 


Eliminando y da queste due equazioni, si ottiene un’ equa- 
zione in z, la quale, siccome contiene soltanto potenze pari 
di z, si potrà ridurre al grado metà. Ora con uno dei me- 
todi indicati sopra si determinino i valori positivi di 2°; al- 
lora per ogni valore di 2? si avrà il corrispendente valore 
di y, poichè, come è noto, la eliminazione conduce ad una 
equazione che esprime razionalmente y per mezzo di 2°. Qui 
si è supposto che l’equazione data avesse i coefficienti reali, 
e che soltanto una coppia di radici complesse conjugate avesse 
la stessa parte immaginaria, sicchè ad ogni valore di 2° ve- 
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nisse a corrispondere soltanto un valore di y. Ma se invece 
ci fossero due coppie di radici complesse conjugate con la 
stessa parte immaginaria, dopo trovata 2*, y verrebbe deter- 
minata per mezzo di un’equazione di secondo grado, e così 
via, come risulta dalla teoria dell’ eliminazione. 

S' intenderà meglio il significato di questo metodo, consi- 
derandolo da un altro lato. Indichiamo con «, ed x, una 
coppia di radici complesse conjugate: si ha 


x=YT2,, C=Y TZ: 
perciò 


L’equazione in 2? coinciderà quindi, dopo una leggiera mo- 
dificazione , con l’ equazione ai quadrati delle differenze, la 
quale ha una radice negativa per ogni coppia di radici com- 
plesse conjugate della data equazione , una radice positiva 
per ogni combinazione di due radici reali e una radice com- 
plessa per ogni combinazione di una radice reale e di una 
complessa o di due radici complesse non conjugate. 

Esemp. 

eat +bax +e=0. 
Si ottiene 


y' + ay°+by+c—(64°+a)z?+2=0, 
4y° + 2ay +0 — 4yz? =0 


donde, eliminando 2?, 


nr6 L Mepide so ME 
LATE ASSE PELO IARO A STATO di A 
9 9 A 
Steg dea 4y 


Per 
cet-x+1=0 
le due equazioni diventano 
LIDI 2 "DORIS 


SERATE No ana ibis 
FOA TVE Ro: 


6 


Y 
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SALAD TAZLII 
Ponendo y° = Si ha 


v — 4Av—-1=0 
ovvero, se le radici si diminuiscono di 2, 
vd 60° # 80-10. 


Ora si può adoperare lo sviluppo in una serie ricorrente 
(Art. 134). La scala di relazione è 


SSETO RN, 
per la quale si ottiene 


13840707 00390300 BEL6 1240, 


Pesto - RR i 
Da + 16124 ,1149076 ; 
Vr; 281260920 ay E0T27490 010 

0,8725415... 


0;1849123 0% 
e da ciò le quattro radici 
= 0,727136 w. +41.0;934092 . . 
+.0,72713962,= 10490014". 





+ 





CAPITOLO LI. 


SULLE SOSTITUZIONI IN GENERALE. 


$ 1. Ordine delle sostituzioni. 


141. Da una funzione di n quantità se ne può formare 
un’ altra permutando fra loro queste quantità; così da 


i Xo +2x3 + 3a, 
si forma 


ponendo x, nel posto di x, x, in quello di x, e x; in quello 
di «,, L'operazione, che si eseguisce surrogando in tal modo 
certe lettere con altre, si dice una sostituzione; essa ss’ in- 
dica con due serie di lettere, le quali stanno ad indicare che 
nella funzione ogni lettera della serie inferiore dev’ essere 
surrogata dalla lettera che le sta precisamente sopra nell’al- 
tra serie. La sostituzione dianzi eseguita si scriverà perciò 


E 10 Di 
CRT 

Poichè la questione è di sapere quali lettere stanno l’una 
sull’altra, le lettere della serie inferiore si possono scrivere 


in qualunque ordine. 
Il simbolo generale di una sostituzione sarà perciò 
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dove A, e A, denotano due permutazioni delle » lettere. A, 
dicesi il denominatore, A, il numeratore; la lettera, che nella 
| sostituzione viene nel posto di un’ altra, si dirà la surroga- 
trice di essa. 

Lasciando invariata Aj, nel posto di A, si possono met- 
tere n! permutazioni diverse, e perciò questo numero deter- 
mina il numero delle sostituzioni possibili fra » lettere; una 


LI 


di queste è 


la quale lascia tutte le lettere al loro posto, e s’ indica col 
numero l. 

Se in una sostituzione due lettere eguali stanno l'una sul- 
l’altra, si possono omettere; allora la sostituzione sposta le 
lettere che vi si trovano e nessun’altra. 

Il simbolo 


SA; 


significa che la sostituzione S si deve applicare alla permu- 
tazione A, ; allora si ha 


Il prodotto 
TS 


di due sostituzioni indica la sostituzione che si eseguisce, ese- 
guendo prima la sostituzione S e poi nel risultato la sosti- 
tuzione T; si ha allora p. es. 


i 


In generale l'ordine dei fattori non è in questo caso indit- 
ferente. 
Il simbolo 
QPp 


indica che la sostituzione S deve eseguirsi p volte di seguito; 
si ha: perciò 
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poichè i due simboli indicano entrambi che non deve aver 
luogo alcuna permutazione di lettere. 
Se 
e ESA ME 
è anche manifestamente 


SSIS e SISSI 


sicchè si possono moltiplicare ambo i membri di un’ equa- 
zione per la stessa sostituzione, purchè il fattore si ponga a 
destra, ovvero a sinistra, in entrambi.i membri. 


Esemp. Da 
Totila tot 


per mezzo della sostituzione 
AO) 


a , 


si forma 


Se si prende poi 


io 
0; dC, 1g 


e così via. 
142. Se dalla sostituzione S si forma una serie di sosti- 
tuzioni 


12 
1 ? DE S p) . . . b) 
siccome l’ intero numero possibile di sostituzioni è finito, si 


deve giungere una volta ad una sostituzione già avuta; si sup- 
ponga p. es. che sia 


qu+f — gu 
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ovvero 
tali Nelo 
giga g@. 


quest’ equazione mostra che S* non si altera applicandole la 
sostituzione S*, e che perciò 


S5=1 : 
donde, se X è un numero intero qualunque, segue di nuovo 


qhe+a _ gui 


e quindi le potenze di S formano una verno (PSPIPHI GR, 

Se 6 è «il valore più PE pel quale SÎ = 1, si dice che 
la sostituzione è dell’ ordine 8. 

Invece di S°-%, si scrive anche S7*; allora abbiamo 


SALSA 


Si vede facilmente che, se a surroga d in S, d surrogherà 
Mais A 
Sia S dell’ ordine & e 


=ff{,, a=fa,, 


dove f è il M. O. D. di ? e 2, sicchè {, e @, sono numeri 
primi fra loro. Per determinare l'ordine x della sostituzione 
S* si ponga allora 


($9)*=1=S#, 


donde 


di qui risulta che P, o È è il valore più piccolo del numero 


"i 


intero x; perciò: 
0 


. r x ù v i 

Se S è dell’ ordine è, S* sarà dell’ ordine 1 dove f è il 
M.C.D. di a e f£; in particolare le due sostituzioni saranno 
dello stesso ordine quando a e È sono primi fra loro. In 
quest’ultimo caso le potenze di S* daranno le stesse sostituzio- 


[1]. Perciò due sostituzioni, il cui prodotto è 1, diconsi inverse. [T.|. 


SIM 


$ 1. ORDINE DELLE SOSTITUZIONI. ART. 142. 75 


ni che danno le potenze di S, solo in un altro ordine ; di- 
fatto, ponendo 


Rat qp_ GuUi+P, 
x si troverà per mezzo dell’ equazione indeterminata 


ar— ty=P, 
la quale, come è noto, ha sempre una soluzione se x e { 


sono primi fra loro. 
Esemp. Da 


QUO i) eabd 
i (anali abde 
sì ottiene 


gas / dead 
È Gs 
QI soy 
abde | ’ 


uti Aode\n 
din (G65 sif.4 


sicchè questa sostituzione è del quart’ordine; se p. es. si pone 
AH La RI AY+2 
| Css 
si ha 
> Aaosy — 9D- DEI . 
ie ae 


e difatto si ha 
: deab \ 
32 — Mg ad 
(Si TZ) io 
Applicantlo quest’ ultima sostituzione alla funzione 


34 3ab? — 2cede, 
otteniamo 
d3 + 8de? — 2cab. 
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$ 2. Sostituzioni cicliche. 


148. Una sostituzione si dice czelica, quando le lettere con- 
tenutevi si possono disporre in una serie tale, che ognuna 
di esse venga, per mezzo della sostituzione, surrogata dalla 
seguente e l’ultima dalla prima; così nell'esempio precedente 
S è ciclica, quando si fa astrazione da c, poichè, prendendo 
la serie 


Gpeldy 0 


ogni lettera viene sostituita appunto dalla seguente. Una tale 
sostituzione s’indica anche con una serie di lettere in paren- 
tesi; così si ha 


_ { bedea 


$= \ abede 


) = (abede) = (bedea) , e così via. 


Si vede facilmente che /’ ordine di una sostituzione ciclica 
è eguale al numero delle lettere che vengono spostate, perchè 
ogni volta che si eseguisce la sostituzione , si sposta di un 
posto verso sinistra una lettera del numeratore; sopra a ver- 
ranno perciò a trovarsi successivamente bd, c, d, e, a, e quando 
a starà sopra a, si avrà la sostituzione 1. 

144. Ogni sostituzione può presentarsi come un prodotto 
di sostituzioni cicliche. 

Si fissi difatto una lettera qualunque del denominatore e 
se ne prenda la surrogatrice, poi la surrogatrice di questa, 
e così via, fino a che si ritorni alla prima lettera: tutte que- 
ste formeranno allora una sostituzione ciclica ovvero un ciclo 
della data sostituzione ; le lettere rimanenti si trattano poi 
nello stesso modo. 

Una sostituzione fra due lettere si dice una #Fasposizzione, 
e significa permutazione di due lettere; un ciclo di una let- 
tera si può omettere. 


Da 


SIC LT AR 
"\a be def ghijklmn 


si ottiene conseguentemente 


S = (ahgy)(bkie)(cdf){m)(n}), 
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dove l’ultimo ciclo di una lettera si può tralasciare. È evi- 
dente che l’ordine di tali cicli, e in generale di fattori che 
contengono soltanto lettere differenti, è arbitrario. 

145. L'ordine di una sostituzione è eguale al minimo mul- 
tiplo comune dei numeri che indicano l’ ordine dei cicli della 
sostituzione. 

Difatto, se 


Se GG 


è la sostituzione risoluta in cicli, e si deve avere 
Sie 


siccome i cicli contengono lettere differenti, ciò porta con 
sé che 

Casilino 
il più piccolo valore di x è perciò il minimo comune mul- 
tiplo dei numeri che indicano l’ ordine dei cicli. 

Se tutti i cicli sono dello stesso ordine, questo è anche 
l'ordine di S, e una tale sostituzione dicesi regolare; ma si 
rammenti che, per l’ipotesi, una stessa lettera non può com- 
parire in due cicli ; così p. es. mentre (ab)(cd) è regolare e 
di second’ ordine, (ab)(be) = (abc) è ciclica del terz’ ordine. 

146. Se S è ciclica dell’ ordine %, S* sarà regolare e sarà 
composta di f cicli, essendo f il M. C. D. di Le a; se a e L 
sono primi fra loro, anche S* sarà ciclica. 

Infatti, se 


S= (44... dg), 


ap Viene sostituito da @,,,; in S° a, sarà sostituito da 4,,, 
. o) È Le 4‘ QC RA RT . . 3 
e in S* da a,;,; sì può perciò formare il ciclo 


(Ap4)334p422 SS .) ’ 


dove un indice maggiore di ? denota il resto della sua divi- 
sione per f. Per pervenire ad a,, si deve avere perciò 
y9 


p+xa=p+y8 ovvero x VE 
o. 


dove x rappresenta il numero delle lettere del ciclo; se ora 


x e 6 sono primi fra loro, dev'essere y= 2, x =, sicchè 
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la sostituzione ottenuta è ciclica; se è a=fa,, f=f0,, 


dev'essere y = fo» perciò il numero dei cicli è 


Esemp. 
5 = (abedef), 


S? = (ace)(bdf), 
S5 = (ad)be(cf), 
S! = (aec)(bfd), 
S° = (afedeb), 
Nuit 


147. Ogni sostituzione regolare è una potenza di una sosti- 


tuzione ciclica. 
Difatto, se la sostituzione regolare è 


S se (abc, aan I1)(49b30, de 99) Cale (Galata ALE, di), 
e si pone 
è Per a 
Cade O a OO DEIRA 
è evidentemente 
S= 0" 


148. Ogni sostituzione può risolversi in fattori primitivi, 
cioè in fattori tali, che il loro ordine sia un numero primo 


o una potenza dî un numero primo. 
Se S è dell’ordine n ed 


in cui a e ( sono primi fra loro, si possono difatto trovare 
sempre due numeri interi x e y tali che 
LO 
ox+iy=1, 


quindi 


S= segh, 


pro * 
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In questo caso è 
IS (SEI 


sicchè, dei due fattori, l'uno è dell’ ordine {, l’altro dell’ or- 
dine «. Ora questa risoluzione si può continuare fino a che 
l'ordine si può risolvere in fattori primi fra loro, perciò fino 
a che l ordine di ogni fattore sia un numero primo ovvero 
una potenza di un numero primo. 

Esemp. 


S = (abedef) 
è dell'ordine 2-3; così si ha 


DErlono 


in cui 
S° = (ad)(be)(cf), 
S4 = (aec)(bfd). 


$ 3. Sulle sostituzioni simili e permutabili. 


149. Due sostituzioni si dicono stmzli, se sono composte 
dello stesso numero di cieli contenenti rispettivamente lo 
stesso numero di lettere. Due sostituzioni S e T si dicono 
permutabili se 


ST=TS. 
La sostituzione 


ASA! 


dicesi la trasformata di S per mezzo di A. 
150. Una sostituzione è simile alla sua trasformata. 
No 
Sia 


(abc .<.) 


uno dei cicli di S, e a, dj, 6... siano le lettere. che sur- 
rogano a, db, c,... in A. Applicando A’, a, verrà allora 
surrogata da a, che per mezzo di S verrà surrogata da ., 
e questa per mezzo di A sarà infine surrogata da d,. Per- 
ciò nella trasformata 


ASA! 
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a, verrà surrogata da db, , e quindi anche bd, da c,,..., sic-, 
chè uno dei cicli è 


(OSATO, 


Perciò la trasformata per mezzo di A si forma da S so- 
stituendo nei cicli di S alle lettere le loro surrogatrici in A. 
Esemp. 


Sel(abed) ; A ='lac)(0d) TASATH={[cdabi. 
Se è 
S = (abe)(de), 
T = (dea)(de), 
sarà 
T= ASA! 
quando si prenda 
A = (adbe). 


Dunque: Se S e T sono simili, può sempre trovarsi una 
sostituzione A, per la quale S venga trasformata in T; di- 
fatto questa sostituzione si forma facendo di ogni lettera in 
T la surrogatrice di quella che occupa in S lo stesso posto. 

151. I due prodotti che si possono formare da due sosti- 
tuzioni qualsivogliano sono simili. 

ST e TS sono simili, perchè 


ST = S(TS)S1. 


152. La trasformata di un prodotto è eguale al prodotto 
delle trasformate der fattori. 


A(ST)A71= ASATIATAT. 
155. Se due sostituzioni si possono permutare, anche le 
loro trasformate si possono permutare, poichè da 


SETT 
segue 
ASATIATAT1= ATATIASA". 
154. Se le sostituzioni S e T si possono permutare , si ha 


ST IStorveronS WEST, 
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sicchè S deve restare invariata trasformandola per mezzo di 
T. Siccome questa trasformazione si eseguisce applicando T 
(Art. 150) ai cicli di S, questi per mezzo della trasforma- 
zione devono o restare invariati o venire permutati fra loro. 
Il primo caso ha luogo quando le lettere del ciclo non si tro- 
vano in T, ovvero quando una potenza del ciclo è un fattore 
di T, sicchè il nuovo ciclo comincerà con un’ altra lettera, 
ma avrà le sue lettere disposte ancora nello stesso ordine 
che il ciclo primitivo [1]. 

Eccetto i fattori ora considerati, tutti gli altri fattori di T 
permutano fra loro i cicli di S; passiamo ad esaminare più 
accuratamente un fattore di quest’ ultima specie. 

Se questo fattore si applica al ciclo C, , questo si trasfor- 
ma in un altro ©, di S, C, in un terzo C; di S, ecosì via, 
fino a che un certo ciclo C, si trasforma in C,. Tuttavia si 
può dare che, scrivendo via via i cicli C,, Cg,..., Cui Ci 
in modo che le lettere che occupano i medesimi posti in due 
cicli consecutivi siano corrispondenti per mezzo della trasfor- 
mazione, l’ultimo C, non cominci con la stessa lettera che il 
primo C,. Così, se 


C, = (4149 0 Gi) 


C, = (bb... bi) 


[1). Più dettagliatamente si può osservare che, se C è un cielo 
di S e Cf è un “fattore di T, sarà C* quel solo fattore di T che 
contiene le lettere di C e che quindi influisce su C. Ma avendosi 


Cela i 


o si trasforma in sè stesso per mezzo di T. Viceversa, se un ciclo 

= (4,0, ...@n) sì trasforma in sè stesso per mezzo di una sosti- 
SEI ci ‘cangiando la sua prima lettera a, nella a,, la T dovrà 
cangiare tutte Je altre lettere di C in lettere situate alla distanza 
-di r- 1 posti a destra; perciò quel fattore di T che influisce su 
C sarà la potenza (r — 1)esima RIN LA 
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DA si trasformerà in 

(4414942 ++ + dg). 
Il fattore 

Paste Corn Cu 


di S è una sostituzione regolare; se g=0, anche il corri- 
spondente fattore Q di T è regolare, poichè 


ded 0 aan 


Per altri valori di 0,Q è anche regolare, ma il numero 
delle lettere in ogni ciclo è un multiplo di y; difatto, pren- 
dendo gl’indici secondo il modulo è, il primo ciclo diventa 


(ab 0 fp Fo +) è 
in cui si deve pervenire finalmente a un termine 


Adgp+1 ’ 
che sia il termine a, ; perciò dev'essere 
qo= hi, 
ovvero, se & è il M. C. D. di o e 7, e 
SURE ST a VE 
ap,=€; di,=%, dev'essere 
qog=ki,, 
sicchè 
esta ita 
4 PRETI 


Q è perciò regolare con e cicli di <,p. lettere ciascuno. 
Si ha ora 


PÒ = (41014941499 +) (dd 4g e) 


QU = (4101.001499 ee) (0 Djp i) 


perciò 
(Le 
Pe QP 


e queste potenze devono essere diverse da 1, essendo P del- 
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l’ordine è e p<?. Perciò S e T si possono permutare solo 
quando le loro lettere comuni formino sostituzioni regolari, 
che si corrispondano due a due nel modo qui determinato. 
L’ equazione P? = Q®* esprime una condizione necessaria ma 
non sufficiente, affinchè P e Q si possano permutare. 

155. Se m è primo con l'ordine di S, si possono sempre, 
e soltanto allora, trovare delle sostituzioni T che rendano 


BOTS RA A) 


Difatto m dev’ essere primo con l’ ordine di ciascun ciclo 
di S. Allora S”" è simile ad S, perchè ognuno dei cicli, me- 
diante elevazione a potenza, dà un nuovo ciclo con le stesse 
lettere. Vi sono allora delle T (Art. 150) che sodisfano la (1); 
una di queste sia T,. Allora la (1) si può portare alla forma 


T,ST,71=TST-! 
OVVero 
ST,IT=T, TS, 


donde risulta che S e T,/!T si possono permutare. Sia ora 
U una sostituzione qualunque permutabile ad S, e sia 


li; 
donde 
ANTA DE 
Questa sostituzione sodisfa la (1), poichè si ha 
IUSR TRS 


di qui si vede .che si ottengono tutte le soluzioni della (1), 
moltiplicando tutte le sostituzioni permutabili ad S per una 
delle soluzioni [2]. 

Esemp. 


S= (abe)def); S° = (acb)(dfe); 
9° TST biso t=X00)(ef): 


[2]. Questo teorema varrebbe ancora se in luogo di S” ci fosse 
una sostituzione qualunque simile ad S. [T.]. 
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$ 4. Sostituzioni positive e negative. 


156. Una sostituzione qualunque può risolversi in un pro- 
dotto di trasposizioni. 


Difatto con una trasposizione si può portare una lettera 


al posto che deve occupare; allora rimane da eseguire una 
sostituzione sulle rimanenti lettere, che si potrà trattare di 
nuovo nello stesso modo; così proseguendo , si giungerà in 
fine a mettere a posto tutte le lettere con trasposizioni suc- 
cessive. Così si ha p. es. 


(abed) = (bd)(be)(ad)= (ac)(ab)(cd) =... 


157. Soltanto un numero pari di trasposizioni può avere 
per prodotto 1. 

Siano a, db, c, d,... le lettere che si devono permutare, e 
si consideri il prodotto 


(a-b(a—c)(a-d)...(b-c)(b-d)... 


Questo prodotto deve cambiare di segno per ogni trasposi- 
zione. Difatto, se p e qg sono le due lettere da scambiare ed » 
una terza lettera, nel prodotto si trovano i due fattori © (p--r) 
e = (g—r), il cui prodotto resta invariato per la trasposizio- 
ne (pg). Perciò, se un fattore diverso da p — q cangia segno, 
cangia segno anche un altro fattore, e siccome poi p —g si 
trasforma in g—p, l’intero prodotto cangia di segno per 
mezzo della trasposizione (pg). Supposto ora che il prodotto 
delle trasposizioni sia 1, dopo eseguite tutte le trasposizioni 
si sarà ritornati al prodotto primitivo; perciò il numero delle 
trasposizioni sarà pari. 

In qualunque modo una sostituzione st risolva in traspo- 
sizioni, il numero di queste sarà sempre pari o sempre di- 
spari. 

Si supponga che un prodotto di m trasposizioni sia eguale 
ad un prodotto di n trasposizioni. Prendendo gli m fattori 
del primo prodotto in ordine inverso e moltiplicando ambo i 
membri dell’eguaglianza per questo nuovo prodotto, si otter- 
rà un prodotto di m + n» trasposizioni eguale ad 1, e quindi 
m+n sarà un numero pari; perciò 2 ed n sono entrambi 
pari o entrambi impari. 

Con ciò si è condotti a dividere le sostituzioni in due classi, 


tin 
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cioè in quelle che sono composte di un numero pari di tra- 
sposizioni, e in quelle che sono composte di un numero im- 
pari di trasposizioni. Chiamando positive le prime e negative 
le seconde, il segno di un prodotto si determinerà nel modo 
ordinario, cioè sarà negativo quando contiene un numero im- 
pari di sostituzioni negative. Si vede facilmente che una so- 
stituzione ciclica è positiva se ha un numero impari di let- 
tere, negativa se ne ha un numero pari [1]. Se una sostitu- 
zione ha p. cicli rispettivamente con n, 9...) ny lettere, 
‘ il suo segno sarà 

- DI ; 

sicchè la differenza fra il numero delle lettere e il numero 
dei cicli sarà pari o impari, secondochè la sostituzione è po- 
sitiva o. negativa. 


[1]. Infatti ogni ciclo di % elementi si può decomporre in k—1 


net 
trasposizioni, e anzi ciò può farsi in 9 k! modi diversi. [T\]. 


CAPITOLO II. 


SOSTITUZIONI CONJUGATE 0 ‘GRUPPI. 





$ 1. Teorema di Lagrange. 


158. Un sistema di sostituzioni, che ha la proprietà che 
dalle sue sostituzioni non si possano formare con la molti- 
plicazione nuove sostituzioni, dicesi un sistema conjugato ov- 
vero un gruppo [1]. Così per esempio tutte le potenze di una 
sostituzione qualunque formeranno un gruppo; lo stesso può 
dirsi di tutte le n! sostituzioni fra n lettere (il gruppo sim- 
metrico [2]). Per indicare che il gruppo G è formato con le 


/ 
postitouzioni. Joy: inps esi s cri 


CELLA 9 


Il numero delle sostituzioni di un gruppo dicesi 1’ ordine 
del gruppo e il numero delle lettere, su cui si opera, il suo 
grado; perciò l’ordine di una sostituzione è eguale all’ordine 
del gruppo formato dalle sue potenze. 


[1]. Siccome per definizione un gruppo contiene tutte le potenze 
positive di una sua sostituzione A, esso conterrà pure la A*=1 e 
inoltre le potenze negative di A, poichè si può porre A7P=A9%-f 
con ga—B>O0. [T.]. 

[2]. Abbiamo sostituito simmetrico a completo (vollstàndig) per 
uniformarci all’uso italiano. [T.]. 
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159. Se un gruppo T dell'ordine p. è contenuto in un gruppo 
G dell’ ordine m, p dev essere un divisore di m. (Teorema 
di Lagrange). 

Sia T composto delle sostituzioni 

1, Sig Sap ecca Sano 
e T, sia un’altra delle sostituzioni di G; allora in G si de- 
vono trovare anche 


T,, ST, Dal Dt 
se G contiene ancora altre sostituzioni e T, è una di que- 
ste, G conterrà anche 


IRENE Ta, 


pet 
e così via, fino a che si siano avute tutte le sostituzioni di 
di G. Queste riescono per tal modo ordinate in un certo nu- 
mero di serie, e veramente p. in ogni serie, e perciò per di- 
mostrare il teorema basterà provare soltanto che tutte le so- 
stituzioni, che compaiono nelle serie così formate, sono fra 
loro diverse. Ora ciò ha effettivamente luogo, poichè, se per 
certi valori di 2, ©, a, e 0, fosse 


9, Tg = 8, Tp 


si otterrebbe 
Ty Ig Sa, Tg, . 


il che per 8 > (, è impossibile, perchè 
SARNO, 
i 


è una sostituzione della serie 


Tg 38, Te) SuaTo, 


mentre T,, è proprio una sostituzione che non si trova in 
questa o in una delle serie precedenti. 

Il fattore T è stato qui aggiunto alla destra dei fattori S; 
in modo simile si possono disporre le sostituzioni del gruppo 
in serie della forma 


ARRIVI SARE SLA IA 


Ù pel 
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Dall’importante teorema ora dimostrato derivano facilmente 
i seguenti: 

1.0 L'ordine di un gruppo del grado n è un divisore di 
n!. Difatto il gruppo è sempre contenuto nel gruppo simme- 
trico. 

2.0 L'ordine di un gruppo è divisibile per quello di ogni 
sua sostituzione. Difatto il gruppo contiene quello formato 
dalle potenze di una qualunque sua sostituzione. 

3.0 Un gruppo, il cur ordine è un numero primo p, con- 
tiene, astrazione fatta dalla sostituzione 1, soltanto sostitu- 
zioni regolari dell'ordine p. Se anche il grado è p, il gruppo 
è composto delle p potenze di una sostituzione ciclica dell’or- 
dine p. 

Inoltre si vede facilmente che: 


I. Le sostituzioni comuni a due gruppi formano anche 
un gruppo. 
Difatto il prodotto di due tali sostituzioni si troverà in 
entrambi i gruppi, e quindi apparterrà anch’esso al sistema 
delle sostituzioni comuni ai due gruppi. 


II. Quelle sostituzioni di un gruppo, che non spostano 
certe lettere, formano ancora un gruppo. 
Difatto, se certe lettere non vengono spostate da due so- 
stituzioni, esse non possono neanche spostarsi applicando que- 
ste sostituzioni l’una dopo l’altra. 


III. Tutte le sostituzioni di un gruppo permutabili ad 
una certa sostituzione formano anche un gruppo |[3]. 


[3]. Infatti, se a è una sostituzione qualunque permutabile alle 
due 5, c del gruppo G, da 


ace='‘ca Gba 


sì ha 
azionata 
e 
Gie0ab Va dicano dci beeloeiai 
cloè 


a(bce) = (be)a. 


In particolare tutte le sostituzioni permutabili ad @ formano un 
gruppo. [T.]. 





| 
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$ 2. Sostituzioni permutabili ad un gruppo. 


160. Se tutte le sostituzioni di un gruppo G, 


vengono trasformate per mezzo di una certa sostituzione T , 
st ottiene di nuovo un gruppo. 
Difatto si ha 


TS Toupstie 76,891. 


Le sostituzioni dei due gruppi sono due a due simili e i 
gruppi si chiamano anche sim. 

Se il gruppo trasformato coincide col gruppo dato, la so- 
stituzione T si dice permutabile al gruppo G; in questo caso 
per ogni 4 (o 0) c'è un valore di { (o 2) pel quale si ha 


A NR = ST. 


Tutte le sostituzioni di un gruppo G, permutabili ad un 
gruppo H, formano anche un gruppo; difatto, se U e T sono 
due sostituzioni di G permutabili ad H=(1, S,, S3-..); 
si ha 

ra “1TT-1- T21 
USB UTI USgU > Sy 

161. Un gruppo si dice semplice se non contiene nessun 
altro gruppo, al quale tutte le sue sostituzioni siano permu- 
tabili; in caso contrario si dice composto [1]. 


[1]. Se un sottogruppo H di un gruppo composto G è permu- 
tabile a tutte le sostituzioni di G, H si dice un sottogruppo ec- 
cezionale di G. Un sottogruppo eccezionale di G si dice massimo 
se non è contenuto in nessun altro sottogruppo eccezionale di G. 
Una serie di gruppi 


AEREE TRO 


tali che ciascuno di essi sia sottogruppo eccezionale massimo del 
precedente, dicesi una serie di composizione di G. Il quoziente, che 
si ottiene dividendo l’ ordine di un gruppo di una serie di com- 
posizione di G per l’ordine del gruppo successivo, è intero e di- 
cesì il fattore di composizione di G che appartiene al secondo dei 
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Sia G un gruppo composto, contenente il sruppo H, al quale 
tutte le sue sostituzioni siano permutabili, e sia H formato 
dalle sostituzioni 

Se T è una sostituzione di G che non trovasi fra le sosti- 
tuzioni S, è possibile però che alcune potenze di T si tro- 
vino in H; di queste sia T* la minima. Allora tutte le sosti- 
tuzioni di G della forma 


TESS 


sono differenti per £ < @, per 8 = coincidono con le sosti- 
tuzioni S e per f > a dànno periodicamente tutte le sostitu- 
zioni ottenute per f <, riconducendo ad H tutte le volte 
che ? è un multiplo di «. Perciò l’ ordine di T dev’ essere 
un multiplo di « [2]. 

Le cm sostituzioni diverse, così costruite, formano un grup- 
po H,, poichè si vede facilmente che il prodotto di due di 
esse dà una sostituzione, che trovasi fra le %m sostituzioni, 
se si considera che per ogni %& c'è un X, pel quale 


TàS, = Sk, T° [3]. 


due gruppi considerati: così una serie di composizione di G dà 
luogo a tanti fattori di composizione, quanti sono i suoi gruppi 
meno 1. Possibilmente un gruppo ha più serie di composizione, 
ma tutte dànno luogo, prescindendo dall'ordine, agli stessi fattori di 
composizione. ( Netto : Teoria delle sostituzioni ecc. Versione dal 
tedesco del prof. Battaglini, Torino 1885, Art. 82.) La serie, che 
sì ricava da una serie di composizione di & sopprimendo in essa 
quei gruppi che non sono anche permutabili a G, dicesi princi- 
pale. Si può dimostrare che, se la serie principale non coincide 
con la serie di composizione da cui si deduce, ma fra due gruppi 
H e J della prima s’intercalano y—1 gruppi H,, H,,.., Hy 
della seconda , ad H,, H,,...,J apparterranno eguali fattori di 
composizione; ecc. (Netto o. c. Art. 85.) [T\]. 

[2]. Poichè, se, indicando con » l’ordine di T, si avesse n=kax+r 
conr<a, moltiplicando le sostituzioni S per T”, si otterreb- 
bero di nuovo le sostituzioni S; il che è impossibile per r<a«. [T.]. 

|]. Infatti 


(IS LES e DIES SoS RT 
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$ 3. Sulla formazione di alcuni gruppi. 


162. Tutte le sostituzioni che trasformano una sostituzione 
T in una potenza di T formano un gruppo. 

Difatto, quando « e $ sono primi con l’ordine vu. di T, si 
può porre (Art. 155) 


MTM-1=T*;NTN-1=T8; 
donde 
(MN)T(MN)-!1=MNTN-!M-!1=MT*M-1=MTM!MTM-1..=T?, 


sicchè MN si trova fra le sostituzioni considerate quando M 
e N vi si trovano. 

Inoltre risulta da ciò che si ottiene ancora un gruppo, pren- 
dendo dalle sostituzioni del gruppo trovato soltanto quelle, n 
cui gli esponenti di T sodisfano una certa condizione tale 
che, quando « e 8 la sodisfano, anche 2f (preso secondo il 
modulo w.) la sodisfa. Una condizione di tal fatta è che & e 8 
siano primi con y., come pure l’altra che « e f, oltre ad es- 
sere primi con py., sodisfino la congruenza 


x’ =k"(mod.p), 


dove 0 e X sono numeri dati (k primo con w) ed m indeter- 
minato. 
Difatto da 


al = pg pa 


segue 
(2 o) =. 


Si consideri p. es. una iano ciclica T con y. lette- 
re, e si scelgano per a e & tutti i numeri che sono primi 
con u e fra loro incongrui da 4). Se il numero di questi 
numeri è «(4), da T si possono formare allora &{p) potenze 
differenti e simili a T, è ognuna di queste è una trasformata 
di T per mezzo di w. Sostituzioni diverse, poichè il ciclo po- 
tenza si può far cominciare con una qualunque delle sue let- 
tere. Si ottiene in tal modo un gruppo di pe vu.) sostituzioni; 
se 4=p è un numero primo, l’ordine è p(p — 1) i poteva 
contentarsi anche di considerare quelle sostituzioni, che si 
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ottengono scrivendo T e le sue potenze con la stessa lettera 
in principio; allora questa lettera non entrerà nelle sostitu- 
zioni cercate, e perciò queste (Art. 159) formeranno un grup- 
po dell’ ordine «(p) e con p.— 1 lettere [1]. 

Esemp. 1. 


Tobe), 
TS:="(c0ge dtd) 


La trasformazione succede per mezzo di 
afedeb 
Ma 


la quale insieme ad 1 forma un gruppo di second’ ordine. 
Scrivendo T° in tutti i modi, si ottiene un gruppo del dodi- 
‘cesimo ordine, che contiene il precedente. 

Esemp. 2. 


Meade 
Mae 
ARA MATTO 
Te asd) 


Se si vuole che, nella trasformazione, a conservi sempre 
il suo posto, si ottiene il gruppo del quart’ ordine 


1, (bced), (bdec), (be)(cd). 


Abbiamo mostrato che, se p. è un numero primo p e in T 
e nelle sue potenze si tiene fissa la prima lettera, il gruppo 


? 


[1]. Sia S=[S,=1, S2,-.., So) ] 


questo gruppo, e H=[H, =1, H,,...,Hy] il gruppo (Art. 159, 
III) delle trasformazioni di T in sè stessa (H sarà formato dalle 
potenze di T, Art. 154, [1]). Se Sr trasforma T nella sua potenza 


simile T”, tutte le trasformazioni di T in T” saranno date (Art. 155) 
dalle 


S.H,, SrHi;-.., SrHy; 
per modo che il gruppo delle trasformazioni di T nelle sue po- 


tenze simili si otterrà moltiplicando le sostituzioni di S per quelle 
di Hail i 
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delle trasformazioni corrispondenti è dell’ordine p— 1 con p-1 
lettere; questo gruppo deve essere formato da potenze di 
una sostituzione ciclica dell’ ordine p—1, non appena una 
tale sostituzione si trova nel gruppo (Art. 159). Ora, ponendo 


T = (090,09. .G3-1)5T'=(090,0,p 0%); 


la trasformante 


UE asa & i) gia 


dgAj dg 0 è. « / 


sarà ciclica se r è una radice primitiva di p; e poichè ogni 
numero primo ha radici primitive, il gruppo cercato si po- 
trà sempre rappresentare con un sistema di sostituzioni della 
forma 


Ed 0a 


Volendo formare il gruppo dell’ ordine p(p— 1), si scri- 
verà T" nei p modi possibili, ponendo ogni volta una nuova 
lettera in principio; allora le p trasformanti corrispondenti 
saranno della forma 


hq7K 
De ae 
poichè con un U* si trasforma T in T” in modo, che entrambe 
. . } . OTO 
comincino con 4, e con una T" [2] si porta poi in T” al po- 


sto di a, la lettera voluta [3]. 
Così se p. es. 


T=(abede), T3= (becad), 
la trasformante sarà 
LO RAZIONE . 
(Ano) alito) (Eris) FRMOIZE 
Come si vede, il gruppo cercato si ottiene moltiplicando a 
sinistra tutte le potenze di U per tutte le potenze di T; mol- 


tiplicando a destra, si ottengono le stesse sostituzioni in un 
altro ordine. 


[2]. Si rammenti che tutte le trasformazioni di una sostituzione 
ciclica in sè stessa sono date dalle sue potenze. (Art. 154, [1]). [T.]. 
[3]. Ciò poteva anche dedursi dall’Art. 155. [T.]. 
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$ 4. Il gruppo alternante. 


163. Delle N=n! sostituzioni, che si possono formare con 
È MELI 
n lettere, le positive formano un gruppo dell’ orUInE, Nite 


non vi è altro gruppo dello stesso ordine. 

Se un gruppo contiene qualche sostituzione negativa, esso 
deve contenerne tante di negative quante di positive. Infatti, 
se si moltiplicano tutte le sostituzioni del gruppo per una 
delle negative, si ottiene di nuovo il medesimo gruppo; ora, 
siccome per mezzo di questa moltiplicazione tutte le sostitu- 
zioni passano da negative a positive e viceversa, così di ogni 
specie ce ne deve essere lo stesso numero. E evidente che 
le positive formano da sè un gruppo, e perciò tutte le pos- 
‘sibili sostituzioni positive formano un gruppo dell’ ordine 
1 


9 N, che si dice il gruppo alternante. 


I de 1 
Si supponga che si abbia un gruppo dell'ordine - N e con 
2 
le sostituzioni 1, S,; Sg, ... Sia T una sostituzione che non 


1 1 SPARTA 
si trova fra queste; allora le 5 N sostituzioni della forma TS 


sono tutte diverse fra loro e dalle sostituzioni S. Poichè le 
sostituzioni S e TS sono N in tutto, sicchè tutte le sostituzioni 
si trovano fra esse, le sostituzioni T*S devono coincidere con 
le sostituzioni S, e lo stesso vale per T4S, T°S, e così via. 
Perciò T deve essere d’ ordine pari, poichè in caso opposto 
TS si dovrebbe trovare nel gruppo dato [1]. Questo contiene 
perciò tutte le sostituzioni cicliche del terz’ ordine ed è per 
conseguenza il gruppo alternante, poichè, essendo 


(4,03)(4943) = (4,4343) ; (a149)(430,) = (1,4943)(4034,) 
[1]. Infatti, se fosse T?%+1—=1, si avrebbe 


TS = T2%+28; 


e poichè T?%+2S appartiene al gruppo, anche TS apparterrebbe al 
gruppo. [T\.]. i 


ice mei 
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ogni sostituzione positiva può presentarsi come un prodotto 
di sostituzioni cicliche del terz’ ordine [2]. 

Una funzione che, senza essere simmetrica, non muta per 
mezzo di sostituzioni del gruppo alternante, dicesi alternante. 
Una tale funzione ha soltanto due valori, poichè, se S è una 
sostituzione del gruppo alternante e T una sostituzione ne- 
gativa data, ogni sostituzione è della forma S o TS; ora, sic- 
come la funzione non cangia per mezzo di S, essa ha sol- 
tanto quel nuovo valore che assume per mezzo di T. Una 
funzione di tal fatta è p. es. 


y= (x, _ 9) (3 a 3) (03 RESI 


la quale ha soltanto i due valori y e — y. 

164. Un gruppo che contiene tutte le sostituzioni cicliche 
del terz’ ordine è l'alternante o il simmetrico. 

Difatto abbiamo mostrato (Art. 163) che un tale gruppo. 
contiene tutte le sostituzioni positive. 

Un gruppo che contiene tutte le sostituzioni cicliche del pesimo 
ordine è l’alternante o il simmetrico. 


Si ha difatto 
(a103a3) = (414341430; + è + Ap)(Apdp_1 ++ + A5434, 0403) ; 
sicchè il gruppo contiene tutte le sostituzioni cicliche del 


terz’ ordine. 


$ 5. Gruppi formati da altri mediante 
moltiplicazione. 


165. Se due gruppi 


è | . 
Lo Spree) Seri 


ORIS 
LRD i MT 


n-1l 


hanno la proprietà che 


[2]. Infatti, separando in coppie le trasposizioni di una sostitu- 
zione positiva, ogni coppia potrà essere sostituita, per le formole 
qui date, da uno o due cieli di terz’ ordine. [T.]. 
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per tutti i valori di 2 e { e per valori convenienti di %, e 
6,, i due gruppi si dicono permutabili. 

Se due gruppi sono permutabili, moltiplicando (dalla stessa 
parte) tutte le sostituzioni S del primo per tutte le sostitu- 
zioni T del secondo, si ottiene un nuovo gruppo dell’ ordine 
mn, quando è due gruppt abbiano in comune soltanto la so- 
stituzione 1. 

Difatto le sostituzioni che si ottengono sono tutte diffe- 
renti, poichè da 


SaTg = Sa te, 
seguirebbe 
Sd, Tg Tg 3 
1 


1 
e ciò porterebbe con sè che i due gruppi dati avessero in 
comune una sostituzione diversa da 1; inoltre 


Sa Tp Sa Tg 


sì può portare, permutando i fattori e cambiando per conse- 
guenza gl’indici, alla forma 


SyT5 ; 


donde risulta che le mn sostituzioni formano un gruppo [1]. 
Si vede facilmente come si deve formulare il teorema nel 
caso di più di due gruppi. 


$ 6. Teoremi di Cauchy. 


166. Se p è un numero primo, st può sempre con k let- 
tere formare un gruppo, il. cur ordine sia la più alta potenza 
di p che divide k!. 

Per %k <p il gruppo 1 dell’ ordine p° avrà la proprietà in- 
dicata; perciò basterà dimostrare che, se il teorema vale per 
tutti i numeri X< p®, varrà pure per tutti i numeri X < p**!. 


[1]. Si dimostra con facilità che reciprocamente, se le sostitu- 
zioni ottenute, moltiplicando le sostituzioni di un gruppo G del- 
l’ ordine m per quelle di un gruppo I dell’ ordine n, formano un 
gruppo (G, T) dell’ordine mn, G e T hanno in comune soltanto 
la sostituzione 1 e sono permutabili, [T.]. 
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Un numero Compreso tra p*% e p°*1 è della forma pq + 7, 
dove 9g < p* ed r < p; per l’ipotesi con i q lettere a, db, c,. 
sì può formare un gruppo dell’ ordine p° , dopo p° è la Ha 
alta potenza di p che divide g!. Da ogni sostituzione (ade...) 
(de...).. di questo gruppo se ne formi un’ altra 


(ad, c1-+-)(A9B902-..)..(A,dpCp++)+(d103---)(d309-..)(Ap0p-:)e 


sostituendo ad ogni ciclo un prodotto di p cicli con le stesse 
lettere munite degli indici 1, 2,..., p. Le sostituzioni così 
ottenute formano un gruppo del grado pg e dell’ ordine p°. 
S'indichi questo gruppo con 


INC CR) 


le sue sostituzioni permuteranno le lettere senza cangiare 
gl’indici. 
Ora indichiamo con 


Sa b) Sb b) CCI 
le sostituzioni cicliche 


(A ag... Ap) 3 (0, dai. .dbp) pe; 


queste permuteranno gl’ indici senza cambiare le lettere. Il 
gruppo cercato si comporrà allora di tutte le sostituzioni della 
forma 
0 

SPIES] OI 
e il numero di esse sarà p°.p. Intanto dimostriamo che tutte 
queste sostituzioni sono differenti e formano un gruppo. In- 
fatti, se C,, surroga d con a, abbiamo 


SS 0,= 0,9), 


poichè entrambe le sostituzioni surrogano d, con 4,,,; per- 
ciò in un prodotto SC si possono permutare i fattori can- 
giando in modo conveniente l’indice di S. Se ora fosse p. es. 


90 SORT, 


un C, che permuta soltanto lettere, si dovrebbe poter espri- 
mere per mezzo di un prodotto di sostituzioni S, che per- 
PereRsEN — Equazioni algebriche. Vol. II Li 
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mutano soltanto indici; essendo ciò impossibile, le pî*P sosti- 
tuzioni devono essere tutte differenti. Inoltre esse formeran- 
no un gruppo, poichè nel prodotto di due di esse si può spo- 
stare a destra, nel modo sopra indicato, una sostituzione C 
fino a portarla vicino all’altra; allora il prodotto prenderà la 
forma dei fattori e apparterrà alle p°*” sostituzioni. 

Resta ancora a cercare la più alta potenza di p, che di- 
vide (pq + r)!. VIRA in (pg + r)! i fattori non divi- 
sibili per p, si ha RI .q!; ora p.i. p° è la più alta potenza 
che divide g!; perciò più? è la più alta potenza che divide 
(pg +7), e questo numero è appunto l’ ordine del gruppo 
formato sopra. 

167. Se il gruppo G, dell'ordine g, contiene î due gruppi 
H e K, degl ordini h e K, e se in H non si trova nessuna 
sostituzione (eccetto 1) simile ad una sostituzione di K., hk 
dividerà g. 

Indichiamo con S le sostituzioni di H, con T quelle di K 
e con U sostituzioni quali si vogliano di G; allora si pos- 
sono formare hk sostituzioni di G della forma 


SaUiTe; 
le quali sono tutte differenti, poichè l’eguaglianza 
SU Tg _ Sa, VaTg, 
porterebbe con sè l’altra 


-1].-1=8 - 
U:TgTg, ALS e Sa 8a, ; 
ma questa è impossibile, poichè T;T;, ! ed Sy Sa, non 
possono essere entrambe 1 e p. i. non sono simili. 

Sia poi U, una sostituzione che non si trova fra le hk so- 
stituzioni ora formate; allora G@ conterrà anche tutte le AX 
differenti sostituzioni della forma S,U; aTg, e queste saranno 
diverse dalle precedenti, poichè. da” 


Sa 0 Tg _ Sa, VaTh, 


seguirebbe che U, sarebbe tra le sostituzioni formate prima. 
Continuando in questo modo finchè si hanno sostituzioni U 
diverse da quelle già formate, si ottengono infine tutte le 
sostituzioni di G ordinate in serie, e veramente hk sostitu- 
zioni in ogni serie. Perciò g è divisibile per hk. 
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168. Un gruppo G, è cui ordine è divisibile per un nu- 
mero primo p, deve contenere una sostituzione dell'ordine p [1]. 

Il gruppo contenga % lettere e sia dell’ordine 9g; questo e 
il gruppo T, formato sopra (Art. 166), dell’ ordine pÎ sono 
entrambi contenuti nel gruppo simmetrico dell’ordine %!. Se 
G non contenesse nessuna sostituzione dell’ ordine p, non 
avrebbe nessuna sostituzione simile ad una sostituzione di T, 
poichè T contiene soltanto sostituzioni, il cui ordine è una po- 
tenza di p (Art. 159), e ci sono sempre potenze di sostituzio- 
ni simili ad esse, il sor ordine è p [2]; perciò k! dovrebb'es- 
sere divisibile per gp (Art. 167). Ora ciò è impossibile se g 
contiene il fattore primo D; poichè p' è la più alta potenza 


‘ di p; che divide £!; perciò in G ci sarà almeno una sosti- 


tuzione dell’ordine Di 
$ 7. Gruppi transitivi e intransitivi. 


169. Un gruppo si dice transitivo se per mezzo delle sue 
sostituzioni si può sostituire una lettera qualunque a una 
qualunque delle rimanenti; nel caso contrario dicesi intran- 
sitivo. 

Se il gruppo è intransitivo, ed a, può sostituire le lettere 
dg dg...) dp; ma non b,, dy,..., dj, nessuna delle a 
potrà sostituire una delle 0; difatto, nel caso opposto, si po- 
trebbe, con la combinazione di due sostituzioni, portare a, a 
sostituire una delle d. Perciò nei gruppi intransitivi le let- 
tere si possono dividere in due o più sistemi tali, che ogni 
lettera di un sistema possa sostituire soltanto lettere dello 
stesso sistema e possa essere sostituita soltanto da lettere dello 
stesso sistema; ogni sostituzione dev’ essere perciò composta 
di cicli, ognuno dei quali contenga soltanto lettere di uno 
stesso sistema. 

Naturalmente bisogna aver riguardo alle lettere con cui 
s'intende formato il gruppo ;, così Pp. es. il gruppo simmetrico 
di n— 1 lettere è transitivo se s’ intende applicato soltanto 
a queste n — 1 lettere, ma è intransitivo se s'intende appli- 
cato ad un maggior numero di lettere col tener fisse le ec- 
cedenti. 


[1]. Questo teorema si può dedurre anche da un teorema più 
generale, di cui all’Art. 214. [T\]. 


[2]. Poichè, se p. es. SP*— 1, sarà anche (SPl Pr L'RIIUR 
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Un gruppo si dice m volte transitivo se per le sue sosti- 
tuzioni m lettere qualunque possono sostituirsi. simultanea- 
mente ad m lettere qualunque, diverse o non dalle prime |1]. 


È chiaro che, se ad m lettere arbitrarie del gruppo si pos- 
sono sostituire m fissate, anche ad #m qualunque si potranno 
sostituire m qualunque [2]. 

Il gruppo simmetrico fra n lettere è (n — 1) volte transi- 
tivo, il gruppo alternante è (n — 2) volte transitivo [3]. Un 


DIRE SELE 
G=[1, (e\x,)(4,2,)] è intransitivo ; 
invece è transitivo 1 volta il gruppo 
[1,(20,R2)(030,) » (C103)(0974) 7 (ALIA), 


e due volte transitivo il gruppo formato dalle 20 sostituzioni se- 
guenti: 


aitec= LA s,=(2354); s,=(25)(84), s,°=(2453) 
sit = (12945)#,0 €,3,=.(192D) 3 00133 Udo) RAY dre iggìi (1440) 
sf = (13524) , s,îsy = (1534) , 8,783? = (14)(23) , 5,789) = (1254) 
8,3 ='(14253);ve; ene (1243) 8/30," =.(18)(45). 4 /0;953? — (1528) 
s;4= (15432) , 8,48, = (1452), 848° = (12)(85) , s,150* = (1342). 


Cfr. Netto, o. c., pag. 67 e 837. [T.]. 
[2]. Infatti, se una sostituzione S del gruppo sostituisce ad a, , 


b,; c1;--- le m lettere determinate a, db, c,...; ed $, sostituisce 
ad: @9; da (04; le stesso.qi, bd’, cr la .8,71)8! sostituisce) ad 
arnie dA: 


[3]. Quanto al gruppo simmetrico la cosa è evidente. Per per- 
suaderci che il gruppo alternante è (n — 2) volte transitivo , 0s- 
serviamo che: 

1.° Ad n— 2 elementi si possono far corrispondere gli stessi 
n —2 elementi presi in ordine qualunque. Infatti, se S è una tale 
sostituzione e o è la trasposizione dei rimanenti due elementi, an- 
che S; sarà una sostituzione come la voluta, e d’altra parte o S 
o Sc appartiene al gruppo alternante. 


2.° Ad un sistema di n — 2 elementi può sostituirsi un altro 
di n — 2 elementi, che ne abbia in comune col primo n— 3. In- 
fatti sia a l'elemento del primo sistema che non appartiene al 2°, 
b quello del 2.° che non appartiene al 1.° e c quello che non 
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gruppo fra » lettere, che contenga una sostituzione ciclica 
d’ordine », è almeno una volta transitivo; se inoltre contiene 
una sostituzione ciclica d’ordine n-1, esso è almeno due volte 
transitivo, e così via [4]. 

170. Se da un gruppo G (transitivo o intransitivo) si pren- 
dono certe lettere a, b, c,..., e se il gruppo particolare H, 
che non sposta queste lettere (Art. 159), è dell’ ordine k, G è 
dell'ordine kp, dove p è il numero dei sistemi di spostamenti, 
che a, b, c,... possono subire per mezzo di sostituzioni di G. 

Infatti sia H composto delle sostituzioni 


1, T,, Toi.) Tha 
e sia R una delle rimanenti sostituzioni; tutte le sostituzioni 


Ri I:Retth Bol Tg 


appartiene nè all’ uno nè all’ altro sistema. Allora, con le con- 
dizioni volute , sì possono formare due sole sostituzioni: una, $, 
che a d fa corrispondere c e a ca, e un’altra, S', che a d fa cor- 
rispondere a e a c sè stesso. Ora, essendo S(bce) = S', o S o S' ap- 
parterrà al gruppo alternante. 
3.° Ad un sistema di n — 2 elementi può sostituirsi un altro 
di n —2 elementi, che ne abbia » — 4 in comune col primo. Siano 
infatti a, a quegli elementi del 1° sistema che non appartengo- 
no al 2°, e d, bd' quelli del 2° che non.appartengono al 1°. Allora, 
con le condizioni volute, si possono formare due sole sostituzio- 
ni: una, S, che a d, d' fa corrispondere ordinatamente a, a', e un’al- 
tra, S', che a d, d' fa corrispondere ordinatamente a’, «. Ora , 
essendo (aa’)S = S', o S o S' apparterrà al gruppo alternante. 
Dunque il gruppo alternante è almeno (n — 2) volte transitivo; 
ma non lo é poi (n — 1) volte, perchè non contiene alcuna sosti- 
tuzione che lasci inalterati n — 2 elementi e cangi poi fra loro i 
rimanenti due. (Cfr. Netto, o. c., pag. 71-72.) Il sig. Cesàro ha dimo- 
strato anche che un gruppo di grado n, che sia (n—2) volte tran- 
sitivo, è l’alternante. (Giorn. di Battaglini, vol. XXII, p. 47.) [T]. 
[4]. In generale un gruppo di » lettere è m volte transitivo se 
contiene una sostituzione ciclica di ordine n, un’altra di ordine 
n—1, e così di seguito fino ad una di ordine n —m+ 1. Infatti 
con la 1 sostituzione o con una delle sue potenze si può sosti- 
tuire ad una lettera qualunque quella che non entra nella 2? so- 
stituzione ; indi con questa o con una delle sue potenze si può 
sostituire ad una seconda lettera qualunque quella che entra 
nella 2* e non nella 3%; così seguitando, si possono sostituire ad 
m lettere qualunque m determinate. ( Cfr. G. Janni: Esposizione 
della Teor. delle Sostit. Giorn. di' Battaglini, vol. IX, p. 292.) [T\]. 
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portano allora le lettere a, d, c,... agli stessi posti, e ciò 
vale soltanto per queste sostituzioni; difatto nel caso che R, 
le portasse agli stessi posti, R,R ! dovrebbe lasciarle al loro 
posto primitivo, e perciò dovrebbe appartenere alle sostitu- 
zioni T; R, dovrebbe quindi trovarsi fra le sostituzioni TR. 
Le sostituzioni di G si possono perciò ordinare in p serie 
con X in ogni serie. 

Se G è m volte transitivo fra n lettere, prendendone m, 
a, db, c,..., sarà chiaramente 


=n(n-1)...(n-m+1); 


da ciò risulta che l'ordine di un gruppo di n lettere m volte 
transitivo è divisibile per n(n—1)...(n-m+ 1) [5]. 

Se G è intransitivo, e si prende un sistema di « lettere 
che si permutano fra loro, le sostituzioni, che non permutano 
queste, formano un gruppo di un certo or dine X; il numero 
dei posti, nei quali si possono portare le « lettere, è un di- 
visore di a! [6]. 

L’ordine di G è perciò un ata di k-a!; trattando ora 
nello stesso modo le n — a lettere rimanenti, e così via, si 
e che l’ ordine di G è un divisore di a!f!y!..., dove 

©, Y,... indicano il numero delle lettere dei differenti 
dl e dove perciò 


C+B+1+...=n [7]. 


171. Se un gruppo è m volte transitivo e contiene una so- 
stituzione che non sposta più di m lettere, il gruppo dev’ es- 
sere l’alternante 0 il simmetrico. 

Sia S la sostituzione che sposta al più m lettere, S, una 
sostituzione qualunque simile ad essa; il gruppo deve conte- 
nere una sostituzione, che sostituisce (Art. 169) alle lettere di 


[5]. P. es. nel gruppo del 20° ordine, dato nella nota [1] al- 
l’Art. 169, si ha p= 20 e K=1, ed effettivamente H contiene la 
sola sostituzione Lech: 

[6]. Ciò è ben chiaro, se si riflette che gli spostamenti fra le a 
lettere di questo sistema formano per se stessi un gruppo di « 
lettere. [T\.] 

[7]. Siccome è sempre a<n, f<n, 1<,..., così, se n è pri- 
mo, 2 non potrà dividere «!£!!... e quindi neanche l’ ordine di 
GT 
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S le corrispondenti lettere di S, ; trasformando S per mezzo 
di questa sostituzione, si ottiene S,, la quale deve trovarsi 
perciò anche nel gruppo. 

Ora sia 


(4,A303 . .. dp) 


uno dei cicli di S; allora per S, si può prendere una sosti- 
tuzione, fra i cui cicli trovisi 


(apap_1 FETTA djA3434,), 


mentre i rimanenti cicli di S, siano gli stessi di quelli di S, 
ma con le lettere scritte in ordine inverso. Allora G& contiene 
anche 


5,9 = (4,4309); 


e quindi tutte le sostituzioni cicliche del terz’ordine. Perciò 
G contiene il gruppo alternante (Art. 164). 

La dimostrazione suppone che in S si trovi un ciclo con 
tre lettere almeno; in caso opposto per i due cicli di S e S, 
sì possono prendere 


(aa) e (4343), 


dove a; è una lettera che non si trova in S; in tal modo si 
ottiene 


S,Sg = (4,494). 


172. Se un gruppo è m volte transitivo e contiene una so- 
stituzione che non sposta più 2m — 4 lettere, il gruppo dev'es- 
sere l’alternante 0 il simmetrico. 

Sia difatto 


DAI def RI 
una delle sostituzioni che sposta q lettere, dove 
m<q<c2m_-3. 


Il gruppo contiene una sostituzione T che delle lettere di 
S non sposta le m — 1 a, d, c,...,d,e e sostituisce alle ri- 
manenti certe lettere 2, £, {,..., delle quali almeno una, a, 
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che sostituisce f, non si trova fra le g lettere [8]. Il gruppo 
contiene allora anche la sostituzione 


UTI a (adet e e ded e) VR IE 


insieme alla sostituzione S7!U, che contiene soltanto le let- 
tere e, &, È, f, g,... e non può essere 1, poichè essa sposta 
in ogni caso @; il numero delle sue lettere è al più 


2g-m+1)+1=29-2m+3< q. 


In questo modo, con l’ aiuto della data sostituzione, se n'è 
trovata un’ altra che sposta meno lettere ; così continuando, 
si giungerà finalmente ad una sostituzione che sposta al più 
m lettere; e con ciò è dimostrato il teorema (Art. 171). 

Il numero di lettere, spostate da quella sostituzione di un 
gruppo che ne sposta il minor numero possibile, dicesi la 
classe del gruppo [9]. 

173. L'ordine di un gruppo di n lettere, che è m volte tran- 
sitivo e non contiene il gruppo alternante, è un divisore di 


n! 
dl’ 


dove a è 21 maggiore dei numeri m e 2m - 4. 
Difatto, formando il gruppo simmetrico di « lettere, que- 


[8]. Poichè manifestamente qui è supposto 9g < n e si sono col- 
locate solo m — 1 lettere, si potrà sostituire ad una mtsima f una 
arbitraria, a, che non appartenga alle g. [T\.]. 

[9]. Secondo il teorema ora dimostrato la classe di un gruppo 
m volte transitivo, che non sia nè il simmetrico nè l’ alternante, 
è almeno 2m — 3; ma si può dimostrare che la classe di un tal 
gruppo è anzi almeno 2m — 2. 

Infatti la US! contiene a, 8, f, g;-.. e non più e; il numero 
g delle sue lettere è perciò 


q<z2(d-m+1)=29—-Qm-2). 


Se dunque si suppone soltanto q <2m—2, il teorema vale lo 
stesso; vale a dire: basta che il gruppo contenga una sostitu- 
zione con non più di 2m—3 lettere, perchè sia l’ alternante o il 
simmetrico. 

Questo risultato si accorda con quello dato dal Netto (o. c. 
pag. 73, teor. VI). [T.]. 
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sto non contiene alcuna sostituzione simile ad una del gruppo 
dato, le cui sostituzioni spostano tutte più di a lettere; se 
l’ordine di questo è g, g-«! dev'essere perciò (Art. 167) un 
fattore di nl. 

174. Un gruppo del grado n, che non contiene il gruppo 
alternante, non può essere transitivo più di q volte, dove q 
indica il minore der numeri 
n+4 n 

ed GE 





(9) 


Se il gruppo è 9g volte transitivo, il suo ordine è un mul- 
tiplo (Art. 170) di 


p=nin--1)...(n-gq+1); 


I 
da = n. 
perciò p deve dividere 2) (Art. 173), ovvero (n—g)! dev’es- 
sere divisibile per 4!, e quindi dovrà essere 
DECO AI 


dove a è il maggiore dei numeri g e 29 —- 4; donde segue 
rispettivamente 


Shel [10]. 





n, 
5 


Jordan ha mostrato che un gruppo del grado p+ a non 
può essere più di 2 volte transitivo, se p è un numero primo 
e a > 2. (Bullettin de la soc. math. de France LI.) 

175. Se un gruppo Gn (n>2) volte transitivo contiene un 
gruppo H permutabile a tutte le sostituzioni di G, H è al- 
meno (n—1) volte transitivo (salvo un caso eccezionale). 


[10]. Se il gruppo G di » lettere è g volte transitivo, conterrà 
sostituzioni di n - q+ 1 elementi o di un numero minore, e per- 
ciò si avrà a<n—-q+1; ma se G non è nè alternante nè sim- 
metrico, si ha (Art.172, [9))x>29—2, dunque sarà n—-g+1>29—-2, 


donde q <3 + 1; che è la modificazione del teorema del testo se- 


condo il Netto (o. c. pag. 78, teor. VII). [T\]. 


106 P. IV. Cap. II. SOSTITUZIONI CONJUGATE O GRUPPI. 


Il teorema vale per n= 2, poichè, se S= (ab...) (...)... 
è una sostituzione di H, G conterrà una sostituzione T che 
sostituisce ad a e b due lettere qualunque ec e d, ed H con- 
terrà allora TST7!, che sostituisce ad una lettera qualunque 
c un’altra qualunque d |11]. 

Dai gruppi G e H si formano nel caso generale due nuovi 
gruppi G, e H,, escludendo tutte le sostituzioni che con- 
tengono una stessa lettera, p. es. a; H, è allora contenuto 
in G, ed è permutabile a tutte le sostituzioni di G,. Es- 
sendo G » volte transitivo, G, dev’ essere (n—1) volte tran- 
sitivo. 

H è almeno una volta più transitivo di H,, poiché per 
mezzo delle sostituzioni escluse si può fare occupare ad «a 
un posto arbitrario. Il teorema vale dunque per G ed H, 
se vale per G, e H,. Ora, essendo dimostrato il teorema per 
n= 2, esso vale per tutte le n, a meno che uno dei gruppi 
H,, formati successivamente, non si riduca alla sola sostitu- 
zione identica 1. 

Resta perciò da esaminare più accuratamente il caso Hj=(1). 
In questo caso tutte le sostituzioni di H (eccetto la sostitu- 
zione 1) devono contenere tutte le lettere che si trovano in 
G, poichè altrimenti le sostituzioni di H mancanti di una 
lettera a formerebbero un sottogruppo H, diverso da 1. Inol- 
tre c'è una sola sostituzione di H che cambi a in bd; se infatti 
T ed U fossero due sostituzioni diverse e cangiassero entrambe 
a in db, si avrebbe in H la sostituzione TUT! differente da 
1 e non contenente a. Ciò posto, siccome a viene surrogata 
da tutte le rimanenti lettere ([11]), il numero delle sostituzioni 
di H coinciderà col numero delle lettere. Da ciò segue che 
H è una volta transitivo (Art. 170) [12]. 

Ora, se G è due volte transitivo, il teorema vale; resta 
perciò da considerare soltanto il caso n > 2. 

Se in H si trovasse ora una sostituzione 


MESTOLIEAMIRRAdE 


[11]. Per ciò che segue, è bene osservare che questo ragiona- 
mento vale anche a dimostrare intanto che, per n > 2 ed H di- 
verso da 1, il gruppo H è almeno una volta transitivo. [T\.]. 

[12]. Poichè nella formola 





p=n(n-—1)...(a-m+ 1) 


deve porsi nel caso nostro p=n; donde m= 1. [T.]. 
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vi si dovrebbe trovare anche un’ altra sostituzione 
i —_ (abd 0 »® al . .) ) 


poichè, essendo G più di due volte transitivo, fra le sue so- 
stituzioni ce n’ è una che trasforma $ in S,. Perciò i cicli 
delle sostituzioni di H possono contenere soltanto due let- 
tere [13]; così si vede che si può avere soltanto n=3 [14]. 

Siccome tutte le sostituzioni di H sono del secondo ordi- 
ne, l’ ordine di H è una potenza di 2. Tutte le sostituzioni 
del gruppo H sono permutabili; difatto, se S e T sono due 
di queste, si ha 


(ST (SIEM Rondo 50 


Un esempio ce l’offre il gruppo del quart’ordine 
1, (a0)(cd), (a)(0A), (0d)(b0) 


contenuto nel gruppo simmetrico. 


$ 8. Gruppi transitivi contenenti 
sottogruppi transitivi. 


176. Sia G un gruppo transitivo di grado più alto del 
pesimo , che contenga un sottogruppo A m volte transitivo 
con le lettere a, , 43; ...; &p; supponiamo poi che nè G nè 
qualunque sottogruppo sia più di mm volte transitivo. 

Siano d, ; D3,... le rimanenti lettere di G; in G trovasi 
una sostituzione T che sostituisce d, ad un’a qualunque, p. es. 
ad ay. Se in T non si trovassero, oltre d,, altre lettere d, 


per mezzo ‘di T si potrebbe portare d, in un posto arbitra- 


[13]. Altrimenti vi sarebbero due sostituzioni come S ed S, , che 
sostituirebbero a d la stessa lettera a, mentre, come s’è visto, 
ciò è impossibile. [T.]. 

[14]. Poichè, se S = (ad)(cd)... è una sostituzione di H e fosse 
p. es. n= 4, ci sarebbe in G una sostituzione T che cambia a, 
b, c,d nelle lettere arbitrarie a, , dè, , c;;) dj; perciò in H vi sa- 
rebbe anche la sostituzione S, = (a,bd,)(c,d,)..., trasformata di 
S per mezzo di T, la quale farebbe succedere ad @,, c, due let- 
tere arbitrarie d,, d,; ciò che è impossibile, essendo H ura volta 
transitivo. [T.]. 
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rio e poi per mezzo di A si potrebbero portare m lettere a 
in posti qualunque; allora G conterrebbe un gruppo (m + 1) 
volte transitivo [1], e siccome ciò è contrario alle ipotesi, si 
dovrà trovare in T qualche altro d. 

Se la sostituzione T, che sostituisce un d ad un a, p. es. 
b, ad a,, non sostituisce un d ad ogni a, ma p. es. a, ad 


a, [2], si ha 
pes db, ajdg Dn ) 
(CRUCIALI Agno 


[1]. Se ci fossero sostituzioni T di G che spostassero le a e sol- 
tanto un d, p. es. db, , esse formerebbero un sottogruppo G' di G 
(Art. 159, II), e G' sarebbe (m + 1) volte transitivo. Infatti le so- 
stituzioni, che si ottengono facendo corrispondere ad m 4- 1 let- 
tere arbitrariamente scelte fra le a,, @,,...,@p, 6, altre m+1 
arbitrariamente scelte tra queste, si possono ridurre ai seguenti 
5 tipi: 


9 ne (7 * è Up, db, e è ) ; i P ps ® 0 0 dp 01 0 è ) 
a.,4 . #0 e è ; (0/98 e è. A), . ? 
S1 $z Sm + Saga #3 Sm A 
T, led (con . Tak ® * ) c T di té Ap 0 è d, ia e è. ) 
di 9 Cr - 
dz Us e Ag > dz Ue Ag 7 


EENIAIÀ MITI, LORA e 00 
se Ti Ta "mm "mt1 
ds dg, +++ 44 NE 


Sm Sm+1° 


ove gl’indici delle @, qui segnati, sono da intendersi scelti comun- 
que. Ora la S è sempre possibile, poichè appartiene ad A, che è 
m volte transitivo; la T, é pure possibile qualunque sia ax, per- 
chè, se T, è possibile per XK =%' ed S' è una sostituzione di A che 
fa succedere ay ad ay, la T,S' farà succedere 5, ad ay. Allora la 
T, é possibile, per un % fissato, qualunque sieno 7}, 73.3...) Tm; 
infatti, se T, è possibile per certe » ed S"” è una sostituzione di 
A che cangia queste r nelle r volute, il prodotto S"T, sarà una 
T, colle » volute. La T, è sempre possibile anch’ essa qualunque 
siano le », poichè può considerarsi come l’inversa di una T,. La 
T;, può considerarsi come un prodotto della forma T,T,, e T, co- 
me un prodotto T,T,; resta dunque evidente che G' sarebbe (m+ 1) 
volte transitivo. [T.]. 
[2]. Dove non è escluso che sia k =!. [T.]. 
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in cui a può essere un d o un’ a. La sostituzione T, che qui 
si considera, sia quella che contiene il più piccolo numero 
di lettere bd. 

Ora, se « indica un d, perciò p. es. 


bias co 
dn Ma Ù° 


si prenda nel gruppo A una sostituzione S che sostituisca 
a, ad a, ; la sostituzione 


TSDI= (bar 


sostituisce allora un’ a ad un d [8] e non contiene bd). Ciò è 
impossibile, poichè T contiene il minimo numero di lettere d. 
Se & indica un’a, si ha p. es. 


sue badge } 


Qiazadgto. 


Se ora A è almeno 2 volte transitivo, in A si trova una 
sostituzione S che non sposta a, e pone a, al posto di ay; 
si ha allora 


AEM SCIA ORA 


in cui non c'è d,. Essendo ciò ancora contrario alle ipotesi, 
nessuna sostituzione di G può, per m > 1, sostituire un d ad 
un’ a, senza sostituire nello stesso tempo un d ad ogni a; per- 
ciò in G ci devono essere almeno p lettere bd. 

Vengano in T le a, , 4,,...,0, cangiate nelle d, , da, ... , dp. 
Trasformando A per mezzo di T, si ottiene un gruppo Bm 
volte transitivo formato dalle lettere dj , 03, ...,0,; se ci sono 
altre lettere, s’indichino con c,, c3).. Una sostituzione Bar 
che sostituisce un c ad un’a, deve sostituire un c ad ogni ci 

Si supponga difatto che a, venga sostituita da c, , 43 da do, 
e che S sia una sostituzione del gruppo A, che cangia ay 
in aj; allora 


(BISI LIA 


non sposterà le a e cangerà d, in c,, ma non ogni d in un 


[3]. E quindi anche un 5 ad un’ a. [T\]. 
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c [4]. Intanto ciò è impossibile, poichè il gruppo G contiene 
B e la sostituzione USU7! che non sposta a; per modo che 
un d si può cangiare in un c, solo quando ogni d si cangia 
in un c [5]. Ci debbono essere perciò almeno p lettere e, e, 
trasformando il gruppo A, si può trovare un gruppo C m 
volte transitivo, che permuta tra loro solo queste lettere. 

Continuando in questo modo, si vede che le lettere che 
sono in G formano sistemi, ognuno di p lettere, cioè a, db, c,... 
con gl’indici 1,2,..., p. Le sostituzioni permutano fra loro le 
lettere del medesimo sistema ovvero sostituiscono contempo- 
raneamente tutte le lettere di un sistema con le lettere di 
un altro sistema. 

Tali gruppi si dicono <mprimitivi in opposizione ai gruppi 
primitivi, le cui lettere non si dividono in tali sistemi. I 
gruppi imprimitivi sono soltanto una volta transitivi, poichè 
non possono sostituire p. es. a, e a; ad a, e d,. 

177. Abbiamo supposto che il gruppo A fosse almeno 2 
volte transitivo; se è soltanto una volta transitivo, la sosti- 
tuzione T, che contiene il minimo numero di lettere d, può 
sostituire parte delle lettere a con differenti a, parte con dif- 
ferenti d; supponiamo che sia 


CRA) 


Ag, Ag e +. Agg + è 


Ora, se una sostituzione S del gruppo A cangiasse p. es. 
a, ina, e-a, in az, TST *! cangerebbe bin db, ea, in di 
il che è impossibile (Art. 176, 1.0 caso), poichè in TST"! 
ogni a non si cangerebbe in un d [6]. Perciò fra le lettere 
a si deve trovare un sistema tale, che A possa permutare 
fra loro soltanto queste lettere ovvero che debba sostituire 
a tutte queste le rimanenti lettere a [7]. 





[4]. Poichè, dovendo la sostituzione USU7! essere simile ad S, 
le lettere, che per mezzo di essa vengono cangiate, possono es- 
sere al più in numero di p; ma siccome dò va in c, ; c, sarà a sua 
volta fra le lettere cangiate, perciò queste non saranno tutte 5; dun- 
que un è almeno va in se stesso. [T.]. 

[5]. E ciò per la stessa ragione per la quale ogni a deve can- 
giarsi in un d, quando ogni a non si cangia in un’ a. [T.]. 

[6]. Infatti qualche @ si cangerebbe in se stessa per mezzo di 
TST-!, poichè le lettere di TST-! sono al più in numero di p 
e non sono tutte a. [T.]. 

[7]. Notiamo che il sistema delle a, qui considerato, è formato 
da quelle @ che per mezzo di T si cangiano nelle d (essendo T, 
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Da un gruppo almeno due volte transitivo del pes°#0 grado 
si possono perciò formare, aggiungendo nuove lettere, nuovi 
gruppi soltanto o aggiungendo una lettera alla volta e ot- 
tenendo così ogni volta un gruppo una volta di più transi- 
tivo del precedente [8] o aggiungendo sistemi di p lettere 
e formando così un gruppo imprimitivo. Ciò ha luogo anche 
se A è una volta transitivo, purchè in A non si trovi un si- 
stema di lettere, che si permutino soltanto fra loro ovvero 
vengano tutte contemporaneamente sostituite da .altre. 

In particolare facciamo notare i seguenti due casi: 

Un gruppo transitivo d'nesimo grado, che contiene una so- 
stituzione ciclica del pesimo ordine, dove p è un numero pri- 


n dI: 
mo >; è almeno (n— p+ 1) volte transitivo. 


Un gruppo transitivo, che contiene un sottogruppo alter- 
nante, è imprimitivo ovvero contiene anche il gruppo alter- 
nante di tutte le lettere (Art. 171). 

178. Ordine di gruppi imprimitivi. Nel gruppo imprimi- 
tivo G con le mp lettere a, , ag, ..., ap; di; da; -., dp; 
Ci} C9)+++3 Cp3---. lettere dello stesso sistema possono so- 
stituire soltanto lettere dello stesso sistema. ; 

Siano ora T, e T', due sostituzioni del gruppo che per- 
mutino le stesse lettere a, d, c,... nello stesso ordine [9], 
mentre che S,, S,,... indichino le sostituzioni che spostano 
soltanto indici. La sostituzione T',T,7! deve allora appar- 
tenere alle S; allora nella serie 


T,, ST, S,T,,... 


si trovano tutte quelle sostituzioni di G che, senza tener 
conto degl’indici, cambiano fra loro nello stesso modo le stesse 
lettere [10]. 
Sia 
Lie1(206,..) (Ae) 





conformemente all’ipotesi, una delle sostituzioni di G che conten- 
gono il minor numero di lettere 8). Infatti una S di A potrà can- 
giare fra loro le lettere di un tale sistema, ovvero potrà cangiare 
tutte le lettere del sistema in altre a che non appartengono al 
sistema. [T\|. 

[8]. Cfr. il 2° capoverso dell’ Art. 176. [T.]. 

[9]. P. es., se in T, ad un’a succede un è, ad un d un c, ecc., 
anche in T', ad un’@ succeda un d, ad un d un c, ecc. [T.]. 

[t0}:Qi06x1a-T3- [T.}. 
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una sostituzione, le cui lettere a, dè, c,... si cambiano fra 
loro appunto in questo modo. 

Da un’altra sostituzione di G, che non appartenga alle so- 
stituzioni S o ST,, si formi ora analogamente la serie 


To, S1 Ta; SaT3,..., 


che sarà caratterizzata da una sostituzione Uz, e così via. 
Le sostituzioni U formano un gruppo; difatto, se T,Tg tro- 
vasi nella serie che comincia con T,, dev'essere 


18ka Ug = Ue 
L'ordine di G è dunque un divisore di 
ml(p!", 


poichè G è compreso nel gruppo imprimitivo, pel quale U 
è il gruppo simmetrico dell’ordine m!, e pel quale S,, S3,... 
sono formate per mezzo di moltiplicazione dagli m gruppi 
simmetrici degli m sistemi di lettere. 

Un gruppo H è detto isomorfo ad un gruppo K, se ogni 
sostituzione di K. corrisponde ad una sostituzione di H, e 
ogni sostituzione di H corrisponde ad una o più sostituzioni 
di K, mentre nello stesso tempo il prodotto di due sostitu- 
zioni di K corrisponde al prodotto delle corrispondenti so- 
stituzioni di H [11]. Secondo questa definizione e dopo ciò 


[11]. Se ad ogni sostituzione di H ne corrisponde una sola di K, 
l’isomorfismo si dice di un grado (oloedrico, secondo Jordan); se 
invece ad una sostituzione di H ne corrispondono parecchie di K, 
l’isomorfismo si dice di più gradi (meriedrico, secondo Jordan). Se 
H e K sono isomorfi di un grado, essì hanno evidentemente lo stesso 
ordine; se invece H e K sono isomorfi di più gradi, ad ogni sostitu- 
zione di H ne corrisponderà sempre (come ora mostreremo) uno 
stesso numero in K, e quindi l'ordine di K sarà un multiplo dell’or- 
dine di H. 

Osserviamo intanto che, se s, è la sostituzione di H che corri- 
sponde a c, = 1 in K, dovrà essere s, = 1} perchè, se 7 è una so- 
stituzione qualungne di K, la cui corrispondente s di H sia di- 
versa da 1, a x0,=7 corrisponderà ss, , e quindi, se non fosse 
ss =1, a 7 corrisponderebbero in H due sostituzioni differenti. Se- 
gue da ciò che a 77! corrisponderà s7!. Ciò posto, siano 


O FSM I 
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che è stato mostrato sopra, è dunque il gruppo U isomorfo 
al gruppo G [12]. 
Esemp. Prendendo 


U,=1,U,= (a), p=2, 


si può formare il seguente gruppo del quarto grado e del- 
l’ottavo ordine: 


1, (4,43); (dba), (4,49)(d, do), 
(ab a9bs), (ad )(19b3), (4,09) (435;), (a, b34,b,). 


A questo gruppo imprimitivo è isomorfo il gruppo 1,(abd) [13]. 


$ 9. Gruppo di una funzione e numero 
dei valori di essa. 


179. Le sostituzioni, che si possono applicare ad una data 
funzione senza alterarla, formano un gruppo. 

Difatto, se la funzione non si altera mediante le sostitu- 
zioni S e T, essa non si può neanche alterare applicando 


tutte le sostituzioni di K che corrispondono ad s, = 1; allora le o 
formeranno un gruppo, poichè a 93,9g deve corrispondere s,s, = 1. 
Se 7 è una sostituzione di K, che non sia una 0, ed s è la cor- 
rispondente in H, le m sostituzioni 


CRTUO MATO IZ LI 


corrisponderanno tutte quante ad s; inoltre, se ) è una sostitu- 
zione di K che corrisponde ad s, la )77! corrisponderà ad ss7!=1, 
e perciò si potrà porre At71=c,; donde \= 0,7; cioè le m sosti- 
tuzioni considerate sono anche le sole che corrispondono ad s. 

Per uno sviluppo più ampio della teoria dell’ isomorfismo cfr. 
Netto o. c. pag. 92 e seguenti; A. Capelli già citato all’Art. 168; 
G. Janni, Giorn. di Battaglini, Vol. IX, pag. 314. [T\]. 

[12]. E bene notare che alla sostituzione 1 in U corrispondono 
in G le 1, S,, S,,..., le quali poi formano evidentemente un 
gruppo. |[T.]. 

[13]. Le prime quattro sostituzioni di tal gruppo sono le S, e 
corrispondono perciò ad U,=1 ([12]); le rimanenti si possono met- 
tere sotto la forma T,, S,T,, S$T,, SgT,, essendo T, una qualun- 
que di esse, e corrispondono ad U, = (ad). [T.]. 

PerersEn — Equazioni algebriche. Vol. II 8 
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queste due sostituzioni l’una dopo l’altra; perciò la sostitu- 
zione ST si deve trovare fra le sostituzioni che non altera- 
no la funzione, cosicchè queste formano un gruppo ; questo 
si dice il gruppo della funzione , e si dice che la funzione 
ammette le sostituzioni del gruppo. Se la funzione è p. es. 
simmetrica , il suo gruppo sarà il simmetrico, se essa è al- 
ternante, esso sarà l’ alternante. Il gruppo dell’ordine 8 e del 
grado 4, considerato sopra (Art. 178 , appartiene alle funzioni 
(essendosi cambiato a, in x,; e così via) 


(e, +03) (gt); Cda t Lg cg, (et I 


e così via. 
Ora il gruppo di una funzione sia dell’ordine g e sia com- 
posto delle sostituzioni 


dis oSfo Bg ge 970 
Allora il gruppo simmetrico si può ordinare, se » è il nu- 


Ri: 
mero delle lettere, in — serie della forma 


RI TAI Td 


Ora, siccome le sostituzioni S non alterano la funzione, 
tutte le sostituzioni di una tale serie daranno alla funzione 
lo stesso valore, che ad essa dà T,. St ottiene perciò il nu- 
mero dei valori di una funzione di n lettere dividendo n! per 
l'ordine del gruppo della funzione. 

Esemp. Conseguentemente i tre valori 


LC9 + dg, 3 CC + C94) Ly 1 X9X03 
vengono formati dal primo per mezzo delle sostituzioni 


1, (03%) , (0900,). 


Il gruppo della funzione è composto di 8 sostituzioni; mol- 
tiplicando queste per le tre qui trovate, si ottengono le 24 
sostituzioni del gruppo simmetrico. Il prodotto ovvero la 
somma dei tre valori della funzione non si altera per alcuna 
delle 24 sostituzioni, ed è perciò una funzione simmetrica. 

180. Si può sempre formare una funzione che appartenga 
a un dato gruppo. Difatto si può formare una funzione y 
che abbia valori tutti diversi, per es. 
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in cui &,, %,,... sono numeri differenti; questa funzione 
prenda, per mezzo delle sostituzioni del gruppo dato, i valori 
Yi: Ya;- +-+ Si vede allora facilmente che 


z=(a_y)(A—- Ya)... 


in cui & è indeterminata, non si altera applicandole qualsi- 
voglia sostituzione del dato gruppo [1], mentre si altera ap- 
plicandole qualunque delle rimanenti. 

181. Se dl gruppo G appartiene alla funzione y;, e questa 
per mezzo di un’altra sostituzione T si cangia in yY,, «l grup- 
po, che appartiene ad y,, sarà il trasformato di G per mez- 
zo di T. 

Difatto sia S una sostituzione di G; S non altererà 7); 
MIVIS TST"! non altererà y,; si ha infatti Tyo0=%;; ovvero 
DELE sv e perciò 


TST yy = TSy=Ty=- 


Nel caso che G sia permutabile a T, il gruppo trasformato 
coincide con G, sicchè questo gruppo appartiene tanto ad 
che ad y;. In questo modo si vede che è: gruppo G, tosto- 
chè appartiene ad y,, appartiene anche a tutte le funzioni che 
sono formate da y, mediante sostituzioni permutabili a G. 


$ 10. Indice di un gruppo. 


182. Per indice di un gruppo s'intende il numero, che si 
ottiene dividendo l’ordine del gruppo simmetrico per l’ordine 
del gruppo. 

Formando una funzione, che non si alteri per tutte le so- 
stituzioni del gruppo, ma che si alteri per tutte le rimanenti 
sostituzioni, il numero dei valori della funzione, dopo ciò 
che è stato mostrato sopra (Art. 179), sarà proprio eguale 
all’indice del gruppo. Il gruppo simmetrico ha per indice 1, 
l alternante 2. 

Fu trovato sopra (Art. 170) che l'ordine di un gruppo in- 
transitivo di n lettere è un divisore di a!0!..., in cui 





[1]. Poichè le sostituzioni del gruppo dato, applicate ad uno 
qualunque dei valori Y,, %,;..., dànno di nuovo uno di questi 
valori. Infatti, se le sostituzioni S e T del gruppo cangiano ri- 
spettivamente y in y, eyin y,, la SUIT cangerà poi y, in yy. [T\]. 
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u+0+...= n. L'indice del gruppo è perciò un multiplo di 
nl 


101 


O... di. 


L'ordine di un gruppo imprimitivo è, per l’ Art. 178, un 
divisore di 


mi (pi) 


se il gruppo contiene m sistemi di p lettere; il più piccolo 
valore possibile dell’indice # è perciò 


mp(mp—-1)...(m+1) 
PE E A A WY©°Y]yUI a+ ii 


Dego Pe ZO sit LO 


dove numeratore e denominatore contengono lo stesso numero 
di fattori. Per n = 4 si ha il gruppo dell'esempio nell’Art. 178 
con l'indice 3; per n= 6 l’indice più piccolo è 10, per n = 8 
è 35, e così via, crescendo moltissimo. Rinunziamo ad una 
ricerca più accurata di questo caso, ma riterremo come evi- 
dente che l’indice qui determinato è in ogni caso, per n>4, 
maggiore di n. 

183. Resta ancora a considerare un gruppo primitivo che 
non contenga nessun gruppo alternante [1]. 

Siano P,, Pg;--. numeri primi differenti, la cui somma 
non sia maggiore del numero » delle differenti lettere; al- 
lora da p;, lettere si formi una sostituzione ciclica che non 
si trovi nel gruppo [2]. Non tutte le sostituzioni cicliche del- 
l’ordine p, delle lettere rimaste possono entrare nel gruppo [83]; 
si prenda allora una sostituzione di tal fatta e che non entri 
nel gruppo, e si proceda in tal modo fino a che è possibile. 
Sia T la sostituzione dell’ ordine p,p,,..., che si ottiene 
moltiplicando l’una per l’altra le sostituzioni ciclichè formate. 

Nè T né le potenze di T si possono trovare nel gruppo, 
poichè questo dovrebbe allora contenere anche le potenze di 
quella sostituzione che vi si suppone contenuta, e fra queste 


[1]. Ricordiamo che un gruppo primitivo, che non sia nè il sim- 
metrico nè l’ alternante, non può contenere alcun gruppo alter- 
nante (Art. 177). [T\]. 

[2]. Ciò è possibile per l’Art. 164. [T.]. 

[8]. Art. 159, II e 164. [T.]. 
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si trova almeno una delle sostituzioni cicliche [4], che non 
vi sono contenute. 

Siano ora 1, S,, Sa}... le sostituzioni del dato gruppo, e 
sia 9g il loro numero; si formino allora tutte le sostituzioni 
della forma T* Sg ; queste sono tutte differenti e il loro nu- 
mero è gp; Ps - +. Intanto questo numéro non può sorpassare 
nl; dunque sarà 


nl 


e cia gr Pao 

LC 

Di qui risulta che l'indice non può essere minore del mas- 
simo prodotto dei numeri primi diversi, la cui somma non 
supera n. 

184. Siano p; , pa; -«., p, i numeri primi adoperati; al- 
lora sarà 


P\tPate.tPaS"; 
ma sarà 
P1tPat..-+DPatPp>®; 
dove pg sia un nuovo numero primo qualunque; ora il numero 
Pi Pa Paa4 Pai 


dove p, è il maggiore (o in ogni caso il più prossimo al 
maggiore) di questi numeri primi, non è divisibile per uno 
qualunque dei -numeri primi p;,; Pa ;--+, Pa; perciò esso 
è un nuovo numero primo o un prodotto di nuovi numeri 
primi; pg si può perciò scegliere in modo, che non sia mag- 
giore di questo numero, e allora si avrà 


P1tPate++tPa-1tP1Pa °° Pa-1?%; 
ovvero 


| 1 
> Py Pa ++ +Pa-1Pa> gPa [5]. 


[4]. Infatti p, , p,;-.. sono numeri, primi differenti, e uno al- 
meno dei cicli considerati compare in una potenza di T (diversa 
da 1): 

[b]. Essendo p,ps è: Pa-1> Pr t Pa tes: + Paes [T]. 
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In tal modo è evidente che soltanto per n =4 c’è un grup- 
po. il cui indice è maggiore di 1 e minore di n. Di gruppi 
di » lettere, il cui indice è n, si ha in primo luogo il sim- 
metrico di » — 1 lettere [6]. Questo gruppo appartiene a fun- 
zioni di n» quantità, le quali sono simmetriche rispetto ad 
n -—-1 di esse. Prendendo per p; , py;... i numeri primi 
2,3, 5,..., si vede che qui un gruppo di indice n è sol- 
tanto possibile per n < 10(=2+3 +5); ora, siccome 9=7+2; 
8=3+5; 7=2+5;5=2+3, resta soltanto da esaminare 
il caso, in cui n=4 ed n= 6. Si vede facilmente che per 
n=4 non c è nessun gruppo transitivo con l’ indice 4; al 
contrario per n= 6 c'è un gruppo con l’indice 6; esso è tre. 
volte transitivo e appartiene a funzioni, che hanno 6 valori 
senza essere simmetriche rispetto a 5 di essi [7]; una fun- 
zione di tal fatta è p. es. il prodotto delle seguenti 5 espres- 
sioni : 


ab+cd+ef, ac+be+ fd, ad + bf + ce, 
ae+ bd + fc, af + be + ed. 


È dunque impossibile formare una funzione di n lettere, 
che abbia più di due e meno di n valori, eccetto per n= 4; 
ovvero formare una funzione che abbia n valori, senza che 
sta simmetrica rispetto ad n —1 lettere, eccetto per n= 6. 


$ 11. Le sostituzioni lineari. 


185. Sia una sostituzione formata dalle lettere 4;, 41,13 @n_15 
se nominando gl’ indici delle lettere, si nomina un numero 
maggiore di n — 1, si deve intendere il resto che esso dà di- 


[6]. Quando questo gruppo si considera formato da sostituzion! 
fra n lettere, esso è il gruppo intransitivo di grado » d’indice mi- 
nimo. Infatti il massimo ordine di un gruppo intransitivo di grado 
n sì ottiene chiaramente (Art. 170) da 4!!.. ponendovi x = n—1, 
&=1, e quindi questo massimo ordine è (n — 1)!; perciò il mi- 

' 
nimo indice di un gruppo intransitivo di grado n è et i; 
Na . 
e precisamente appartiene al gruppo simmetrico in n — 1 let- 
tere; HT]. 

[7]. Sulla formazione di questo gruppo v. Serret, o. c. Vol. II, 

Art. 452. [T.]. 
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videndolo per n; perciò a, n+ a, 2n+a,... indicano tutti 


lo stesso indice. 
F(2) 
z 


Ora 
indichi la sostituzione che fa succedere una lettera qualun- 
que d’indice 2 alla lettera che ha l'indice F(z). Perciò la 
funzione F dev'essere tale, che per z=0,1,2,...,n-1 
abbia gli stessi valori, soltanto in altr’ordine. 

In particolare qui considereremo le sostituzioni linear: 


(i + Ù) } 
% ) 


F(z) = az + d sodisfa la condizione posta, se per d si sceglie 
un numero qualunque e per a un numero primo con n; di- 
fatto si vede facilmente che “solo in questo caso, quando 
prende successivamente tutti i suoi valori, si hanno resti dif- 
ferenti [1]. 

La notazione considerata comprende le sostituzioni cicli- 
Glie; scosisp. esper S' =. (a, 4, a3 4% 0,;) si ha 


Ds (05): SE UE e così via, 
22 2241 i 
(F)= (40... ( s RICCI 


e così via. 

Il numero delle sostituzioni lineari di n lettere è ne(n), do- 
ve (n) dinota il numero dei numeri minori di n e primi 
con n; difatto a e b possono avere rispettivamente e(n) e n 
valori diversi. Tutte queste sostituzioni formano un gruppo, 
perchè il prodotto di due di esse dà di nuovo una di esse; 


si ha difatto 
ce+d ir) 
z ) ) =( z ì 


[1). Infatti, se fosse az +b= pn + k e anche az +db= pn + k, sa 
rebbe a(z—2')=(p—p')n, e perciò a(z —z') divisibile per n; il che 
è impossibile, essendo a primo con n e 2 — 2' < n. [T\]. 
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Questo gruppo è lo stesso che quello trovato altra volta 
(Art. 162) [2], perchè, trasformando 


(OGM) 


(6 + 3 
g o) 


si ottiene una sostituzione, in cui la serie degl’indici è 


per mezzo di 


È, GA DSL RAID 


sicchè la sostituzione è trasformata nella sua a? potenza. 
Dallo sviluppo precedente si tira facilmente la conseguenza 
che tutte le sostituzioni del gruppo lineare possono formarsi 
moltiplicando le due 
z+Dd 
(i) 


dove a dinota un numero qualunque primo con » [3]. 

186. Se n=p e p è un numero primo, l'ordine del grup- 
po sarà p(p— 1), e da p lettere non si può formare nessun 
altro gruppo dello stesso ordine. 

Difatto, pel teorema di Cauchy (Art. 168), un gruppo del- 
l'ordine p(p — 1) deve contenere una sostituzione ciclica del- 
l'ordine p; questa e le sue potenze siano 


MILO 


mentre T indichi una delle rimanenti sostituzioni del grup- 
po. Le sostituzioni della forma 


S° TSì 


[2]. Cioè quello dell’ ordine yg({4) ivi considerato. [T.]. 

[8]. Le ($ È d) formano , al variare di 2, il gruppo delle tra- 
sformazioni del ciclo T = (a,4, ...@,n) in se stesso, cioè delle po- 
tenze di T (Art. 154, [1]); e le (7) formano, al variare di a, il 


gruppo di quelle trasformazioni di T nelle sue potenze simili, che 
lasciano fissa una lettera (quella d’indice 0). Cfr. Art. 162, [1]. [T.]. 


* ea 
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non possono essere tutte differenti, poichè il loro numero è 
| p°; perciò per certi valori degli esponenti dev'essere 
S* TS. = S'TTS9, 
ovvero Sv 

ASCA Sa. 
quindi, elevando a potenza, si ha 
BEL USI 


Perciò le sostituzioni T' possono essere soltanto quelle, per 
le quali la sostituzione S si trasforma nelle sue potenze, e 
queste sostituzioni formano appunto, come è stato dimostrato 
sopra, il gruppo lineare [5]. 

187. Il concetto di sostituzione lineare si estende anche a 
sostituzioni frazionarie, che corrispondono a 


az + db 
F(2)= — ; 
az + dj 





allora per F(2) = 9g si deve intendere il valore di 9g dato dal- 
l'equazione indeterminata (si considera solo il caso n = p) 


az+b= g(a,z+ Db.) + yp. 


Pel valore di 2, che rende a,z+d, un multiplo di p, si 
ha intanto g = 0; perciò si deve aggiungere una lettera con 


[4]. Poniamo 8— è=4%,{-x=%; allora avremo TSAT-1— sk, 
e quindi anche TS*"T-1= Ske. Prendiamo x in modo da avere 
xh=1(mod. p) e poniamo m=xk (mod. p); avremo allora TST71=S5"%.[T|. 

[5]. Questa dimostrazione prova anche che, se p è primo e k< p; 
un gruppo dell’ ordine pk dev’ essere contenuto nel gruppo lineare 
dell’ ordine p(p — 1) e che perciò k non può essere che un divisore 
di p— 1. Viceversa poi per ogni divisore k di p—1 c’ è un gruppo 
lineare dell'ordine pk. Infatti le sostituzioni del gruppo lineare . 
si possono ottenere (Art.162) moltiplicando le potenze di una so- 


stituzione S dell'ordine p (8=(* 3I 009), per tutte le potenze di 
una certa sostituzione ciclica U dell'ordine p— 1 (U = (44) ;, ove 


sia all =1(mod.p)) ; 


Se ora kh =p — 1, moltiplicando le potenze di IS per le po- 
tenze di S, si otterrà il gruppo cercato dell'ordine pk. [T.]. 


/ 
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l’indice 0, sicchè la sostituzione contiene p +1 lettere 


Appia Apo Woo 
Allora la lettera ay è sostituita dalla lettera a,, la quale 
è determinata da 


a 
o=-— ovvero ca, + yp=a. 
fori 
Queste sostituzioni formano un gruppo dell’ ordine 
(p-1)p(p+1) [6]; possiamo qui tralasciare ulteriori ricerche. 
Si è esteso anche il concetto di sostituzione lineare, mu- 
nendo ogni lettera di più indici, p. es. x ed y. Allora con 


ce, ac + by. 
È ae + 10), 
ovvero con 
(- +by a,g+ by) 
x AT 


viene indicata la sostituzione che fa succedere alle lettere 


dx,y le dax+by > ajx+b,y ) 

qui, come sopra, gl’indici devonsi intendere come resti della 
divisione per un certo divisore; ciò trova applicazione prin- 
cipalmente quando il numero delle lettere che si spostano è 
una potenza di un numero primo. SE p. es. a; y,; Tap- 
presenta, pel modulo p, precisamente p° lettere differenti [7]. 

In generale per “ gruppo dineare ,, s’ intende il gruppo 
lineare completo dell’ ordine ng(n); tuttavia si chiamano li- 
neari anche gruppi transitivi più piccoli contenutivi; l'ordine 
di essi è @n, dove « indica un divisore di g(n). 


[6]. Di ciò si può leggere la dimostrazione nel Serret, o. c. V. II 
Art.480, oppure nel Netto o. c. Art. 129. Se si pone la condizione 
ab, —- ab =1(mod. p), si ottiene, come ha mostrato Galois, il 
gruppo della cosiddetta equazione modulare relativa ad una tra- 
sformazione del pestimo ordine di un integrale ellittico di prima 
specie. Per p=5 l’ equazione modulare conduce alla risoluzione 
dell'equazione di 5° grado; il suo gruppo poi contiene 60 sostituzioni 
ed è isomorfo di un grado al gruppo alternante di 5 lettere. (Cfr. 
Klein: Vorlesungen iber das Ikosaeder, Leipzig 1884, pag. 145 
e. seg.) [T.]. 

[7]. Per la teoria di queste generali sostituzioni lineari v. 
Netto, o. c., Art. 136 e seg.; ovvero G. Janni, Giorn. di Battaglini, 
Vol. XIMIT: 


CAPITOLO III. 


TR'ORIADIULIGRAUTLOT8: 


o“ 


$ 1. Gruppo di un’ equazione. 


188. Un’ equazione irriducibile può diventare riducibile , 
se si ammette la presenza di certi irrazionali nei coefficienti 


delle equazioni , in cui la data viene spezzata. Così per es. 
l’ equazione 


xe°-4gF1=0 


è irriducibile; ma essa diventa riducibile se si può usare 3, 
perchè allora si spezza nelle due 


Ce ZENO. 


Di una quantità, che si usa in questo modo, si dice che 
essa è aggiunta all’ equazione. La precedente equazione è 
dunque riducibile se si aggiunge 3, al contrario è irridu- 
cibile se si aggiunge 4/5, 7, e così via. Ogni equazione 
diventa riducibile aggiungendo una o più delle sue radici. 

In seguito supporremo che alle equazioni, che si trattano, 
si possano aggiungere uno o più irrazionali; queste quantità 
possono allora entrare anche in modo razionale nei coeffi- 
cienti dell’ equazione. 

Galois ha mostrato che ad ogni equazione corrisponde un 
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certo gruppo di sostituzioni, che è caratteristico per l’equa- 
zione ovvero meglio per una classe di equazioni, alla quale 
appartiene la data. Conoscendo una certa proprietà delle ra- 
dici caratteristica per l’ equazione, si può fare uso di essa 
per trovare il gruppo dell'equazione. Viceversa, conoscendo 
il gruppo, da esso si possono derivare proprietà per la cor- 
rispondente classe di equazioni. Mostreremo ora come si per- 
venga al gruppo di un’ equazione. 
189. Sia 


Ba CAIÙ, sole de glo ile) RR 


la data equazione dell’ne89 erado, riducibile o irriducibile, 
ma in ogni caso senza radice eguali, con le radici 


C3 Lg geee) Ci 


Si formi allora una funzione delle radici, la quale abbia 
valori tutti numericamente differenti quando si applicano alla 
funzione tutte le possibili sostituzioni; essa ha allora n! va- 
lori ed è determinata da un’ equazione del grado n! senza 
radici eguali; si può prendere p. es. la funzione 


die :AxDjch Moog read e 


in cui 2; , %9, %g;--. sono scelti in modo, che tutti i valori 


di y siano numericamente diversi. 

L'equazione del grado n!, che determina tutti i valori di 
y; può essere riducibile; la si spezzi allora in equazioni ir- 
riducibili e s'indichi con 


F(y4)=0 MR at pai 


una di queste del grado m (la risolvente dell'equazione data) 
e con 


1: Ya 30%°31Ym 


le sue radici. 

E stato dimostrato che ognuna di queste radici si può 
esprimere (Vol. I, Art. 74) razionalmente per mezzo di una 
qualunque delle rimanenti radici; inoltre è stato dimostrato 
(Vol. I, Art. 73) che ogni radice dell’ equazione (1) si può 
esprimere razionalmente per mezzo di ogni radice dell’equa- 
zione (3). 


eee 
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Segue da ciò che le radici dell'equazione (1), prese in un 
certo ordine, possono esprimersi con 


PLY); Ya(Y1) BE RATA O I: (4) 


dove Y,, Y,,..., Y, sono funzioni razionali. S’indichi con 
A, la permutazione delle radici qui considerata; permutando 
Y, con un’altra radice della (3), p. es. con y,, la (4) si tra- 
sforma in un’altra permutazione A, di x,, %2,..., cioè in 
quella che è formata da A, per mezzo di quella stessa so- 
stituzione, per la quale y, è formata da y, a mezzo della (2) 
INOLSE Art. 75). 
In questo modo si ottengono m permutazioni AIPoct Pn 
Xn, Cioè 
Ar Aa Api . . . . . . (5) 
queste sono formate tutte da A, mediante certe sostituzioni 
che si possono indicare con 
I . 
1, 80) Sg ’ o *. 09 Di . . . . . (6) 
st può dimostrare che queste formano un gruppo. 
Si ha difatto 
y= 01); 
dove 0 dinota pr certa funzione razionale ; perciò la serie 


A,, ovvero Sn sA,; si può esprimere (scrivendo 9y, invece di 
0(Y,) , e così via) con 


LEVI ) Wo0y, IAT W0Y1 ) 
e allora, applicandovi Sy-;, si ottiene per la serie S,_Sx_1A1 
VA I I AO ICH) 
poichè ‘si eseguisce Sy_1 ponendo y, al posto di y,. 

Ora nel caso che questa serie di radici coincida con una 
delle serie A, il prodotto Sy-1Sx_1 sì troverà fra le sostitu - 
zioni (6), e queste cato perciò un gruppo. 

Ma, essendo 0(y,) = y, una radice dell'equazione irriduci- 
bile (3), l'equazione del grado m, le cui radici sono 0(Y,) , 


0(43),...,0(Yn); deve coincidere con la (3) (Vol. I, Art. 19), 
e allora dev” essere p. es. 


09) = Uri 
perciò la serie (7) coincide con la serie A,. 


a 
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Per tal modo è dimostrato che le m sostituzioni (6) for- 
mano un gruppo, che Galois ha chiamato il gruppo della data 
equazione, e che noi indicheremo con G |1). 


$ 2. Proprietà principali del gruppo 
di un’ equazione. 


190. Ogni funzione razionale U delle radici, il cui valore 
numerico non st altera per mezzo delle sostituzioni di G, si 
può esprimere razionalmente per mezzo di quantità conosciute. 


[1]. Indichiamo con y,°, uno degli n! valori di y non compresi 
tra le.y,, Ya ---: Ym radici della (3). Applicando ad y', le m so- 
stituzioni (6) del gruppo G, si ottengono i valori y%93---:%m- 
È facile vedere che questi valori saranno tutfi differenti fra loro 
e dai precedenti, e che inoltre essi si scambieranno fra loro quando 
ad un altro qualunque di essi si applichi il gruppo G. Ora, poi- 
chè si ha 

Yi = 0Y1); 
ove 0 indica una conveniente funzione razionale, applicando ai 


due membri di questa eguaglianza le sostituzioni di G, avremo 
anche 


Ya = 0a) Y3 = 0Y3) 3003 Y mm)» 
per modo che, eliminando y fra 
F(y9)=0 e y'=0, 
si otterrà l’equazione 
F'(y)=0, 


chevha-per Tadici y, Ugo €, 
Questa equazione sarà perciò a coefficienti razionali ed irridu- 
cibile, se tale è F(y) = 0. 
] 
d 4 n! PER i 
Siccome in tal modo si possono ottenere — funzioni F'(y), così 
m 


vediamo che: Quando l'equazione del grado n!, che ha per radici 


! 
le y date dalla (2), è riducibile, essa sì spezza in n equazioni irri- 
I 

ducibili dello stesso grado m e a coefficienti razionali, ciascuna delle 
quali può prendersi come una risolvente di Galois. 

Notiamo inoltre che i gruppi appartenenti a queste risolventi 
sono, com’ è chiaro, simili fra loro e tutti isomorfi di un grado 
al gruppo dell’equazione data. (Cfr. Netto, o. c. Art. 154.) [T.]. 


a e 
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Di fatto la funzione U si può esprimere razionalmente [1] 
per mezzo di una delle radici della (3), p. es. y,, sicchè 
dunque 


U= 0(Y1) , 


dove @ dinota una funzione razionale. 

Ora, siccome le sostituzioni di G non alterano il A: di U 
e possono eseguirsi permutando y, Con Yg, Yz 3+-+,Ym; SÌ ha 
anche 


U = 0(Y2) = #(Y3) =..-= 64m)» 
dunque I 


1 
U=1 |) +e) +... +4n)]: 


In questo modo U è espressa come una funzione simme- 
trica delle radici dell'equazione (3), e perciò può esprimersi 
razionalmente per mezzo di quantità conosciute. 

191. Una funzione razionale delle radici, che può espri- 
mersi razionalmente per mezzo di quantità conosciute, deve 
conservare invartato il suo valore numerico quando vi si ap- 
plicano le sostituzioni del gruppo G. 

Sia B il dato valore della funzione; allora, esprimendo le 
radici, che si trovano nella funzione data, tutte per mezzo 
di'y;,'sicha 


: (71) = B 


dove © dinota una funzione razionale; perciò y, è una radice 
dell’ equazione 


e(y) - B=0, 


la quale dunque deve avere anche le radici y2, Y3;-: 3 Un; 
si ha perciò 
(4) =B; (43) =B;-..;9(Ym)=B, 


sicchè la data funzione conserva il valore B per tutte le so- 
stituzioni di G. 


[1]. Poichè le radici x,,%,,...,%, sono funzioni razionali (Art. 189) 
di yy. [T.]. 
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Si vede inoltre che la dimostrazione conserva la sua vali- 
dità anche se B è irrazionale, purchè con l’aggiunta di que- 
sta quantità la (3) continui ad essere irriducibile. 

192. Nessuna sostituzione, che non appartiene a G, può 
lasctare invariata ogni funzione delle radici, cui valore è 
razionale. 

Difatto, considerando la funzione 


(CERERE 


dove a è qualunque, si vede facilmente che questa funzione, 
il cui valore è razionale, può restare invariata soltanto per 
mezzo delle sostituzioni che permutano fra loro Yi; Ya; +-+, 
Um, cioè per mezzo delle sostituzioni di G. Quindi segue che 
un’ equazione può avere soltanto un gruppo [2], vale a dire: 
St deve pervenire allo stesso gruppo considerando, invece della 
F(y) = O[Art. 189, (3)], una qualunque delle equazioni ana- 
loghe ad essa. Queste sono perciò tutte dello stesso grado. 

193. Se due funzioni razionali delle radici, 9 e Y , sono 
equali , devono continuare ad essere eguali dopo che si sia 
esequita su esse una delle sostituzioni di G. Difatto la loro 
differenza è razionale e perciò deve conservare nullo il suo 
valore per ogni tale sostituzione. 

194. Il gruppo G è transitivo 0 intransitivo, secondo che 
l'equazione è irriducibile 0 riducibile. 

Nel caso che il gruppo sia intransitivo, esso permuta fra 
loro certe radici, senza permutarle con le rimanenti; perciò 
esso non altera una funzione simmetrica qualunque di que- 
ste radici, e allora una tale funzione può esprimersi razio- 
nalmente. Perciò queste radici si determinano per mezzo di 
un’ equazione a coefficienti razionali, e la data equazione è 
per conseguenza riducibile. 

D’ altra parte, se l’ equazione è riducibile, si deve avere 
per certe radici 


(a-2)(2-w)...(a- 2) =, 


dove a è qualunque e K. razionale; questo prodotto può con- 
servare il valore K. solo per quelle sostituzioni che permu- 
tano fra loro soltanto «,, x4,..., x, ovvero che non spo- 


[2]. Perciò il gruppo di un' equazione si può definire come quello 
che lascia invariate tutte le funzioni razionali delle radici, che 
hanno valori razionali (o conosciuti). [T\]. 


; 
pe * ‘e 


$ 2. PROP. PRINC.D. GRUD. D. UNA EQUAZ. ART. 192-195. 129 


stano affatto queste radici; perciò G può contenere solamente 
sostituzioni di tal fatta ed è quindi intransitivo. 

Se delle sostituzioni di G si ritengono soltanto i cicli che 
contengono %;, X9;-.+, Xp, SÎ perviene ad un gruppo G,. 
Una funzione di queste radici, che non viene alterata da G,, 
ma da tutte le altre sostituzioni che spostano x, , dg}. ++, Xp 
ha un valore razionale, poichè essa non viene alterata da GL 
G, appartiene dunque all’equazione con le radici &,, £9,... Xp: 
‘195. L'equazione, che è formata eliminando y da 

ORA bol Sla ld, 


do(y)at + petit... + 9,4) =0; 


dove a,, dg,... sono razionali e 99) 9,3... sono funzioni 
razionali, ha un gruppo imprimitivo; e viceversa, ogni equa- 
zione , il cut gruppo è imprimitivo, si potrà formare per 
mezzo di una tale eliminazione. 

Siano Yi) Yg1°*-> Ym le radici della prima equazione e 
Con: Log 1-1 o,n le radici della seconda per y = yp. 

Sia ora v, una qualunque funzione simmetrica di queste x 
radici; la funzione 


A=(2-v)(A—- 0)... (4- Um), 


dove % è indeterminata, è allora una funzione simmetrica di 
Yi, Y2:00°> YUm ©® perciò può esprimersi razionalmente. Il 
gruppo cercato può contenere solo quelle sostituzioni , che 
lasciano invariato il valore di A, cioè quelle che lasciano 
invariate o permutano fra loro le quantità v,; 09,-.., tn» Perciò 
queste sostituzioni cambiano le » radici di uno stesso si- 
stema 
do: Co,21°**1 Lon 
o fra loro o con le # radici di un altro di tali sistemi ; il 
gruppo è perciò imprimitivo. 
Viceversa sia il gruppo G di un’ equazione imprimitivo , 
e contenga gli m sistemi di lettere 


PerERSEN — Equazioni algebriche. Vol. II 9 


180 P. AV. 04P: CITI: TEORIA DI GALOIS: 


per 
DIM: 


Si ponga 


pare (e n Xo,1) (È pu %o,2) vari (G 5 xo, n) 


Ac(a—-%)(4—-%9)...(4- Un); 


dove 2 e f sono indeterminate. Allora A resta inalterata per 
ogni sostituzione che cambia lettere di uno stesso sistema 
o fra loro o con quelle di un altro sistema. Dunque A resta 
inalterata per mezzo di tutte le sostituzioni del gruppo e 
può perciò esprimersi razionalmente. Ora con l’aiuto di A 
tutte le funzioni simmetriche di v,, 02, ...,) ©, Sì possono 
esprimere razionalmente; sicchè v con i valori v, } 09}. -) Um 
è determinato per mezzo di un'equazione dell’m80 grado a 
coefficienti razionali. Tostochè v, sia trovata, x, è determi- 
nata nella stessa guisa [3] per mezzo di un’ equazione del- 
l’nesimo grado, i cui coetticienti sono funzioni razionali di vp. 


[3]. Crediamo opportuno chiarire il procedimento cui accenna 
l'A. Se si prescinde dal gruppo G dell’ equazione data f(x) = 0, 


Lavia ; mn A 
con le mn radici di questa si possono formare (53) = g gruppi 
di n radici, per modo che vp viene allora ad avere g valori, i quali 
sono radici di un’ equazione F(v) — 0 del grado g e a coefficienti 


razionali. La funzione A è suscettibile di (C) =k valori, radici 


a loro volta di un’ equazione g(A)=0 del grado £ e a coefficienti 
razionali. Per l’ipotesi che il gruppo G appartenga ad f(@)=0, la 
g(A)=0 deve ammettere una radice razionale, e l'equazione F(v)=0 
deve, corrispondentemente a questo valore di A, ammettere 
(Art. 73 e 76) un fattore razionale del grado m in v con coeffi- 
cienti funzioni razionali di A; allora V=0 è l’equazione cercata 
in v. Se ora vg è una radice di V—=0, per gli stessi Articoli ci- 
tati, f(@) avrà, corrispondentemente a v,, un fattore Xp del grado 
n in x a coefficienti funzioni razionali di vp; l'equazione Xg=0, 
così formata, sarà la cercata. [T\.]. 
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$ 3. Riduzione del gruppo per mezzo 
di quantità aggiunte. 


196. L'ordine di G è il grado dell’ equazione irriducibile 
in y; se ora con l'aggiunta di certe nuove quantità questa 
equazione si può spezzare, si ottiene un nuovo gruppo di 
ordine più basso. Siccome le sostituzioni di quest’ ultimo 
gruppo sono determinate dalle radici che appartengono alla 
nuova equazione irriducibile, e queste radici si trovano fra 
le radici Y,;%2,--*) Ym; il nuovo gruppo dev'essere conte- 
nuto nel primitivo. 

197. Aggiungendo ad una certa funzione razionale delle ra- 
dici i valore z,, 1 gruppo ridotto dovrà essere composto di 
quelle sostituzioni di G, per le quali resta invariato il valore 
numerico z, della funzione. 

Difatto, essendo z,, una quantità aggiunta, essa si deve 
considerare come razionale; perciò ogni sostituzione del nuovo 
gruppo deve far conservare alla data funzione delle radici il 
valore 2, d'altra parte il nuovo gruppo è contenuto in quello 
originario; perciò esso può essere composto soltanto di sosti- 
tuzioni di questo gruppo tali, che non alterino il valore della 
data funzione. 

Resta ancora a dimostrare che tutte le sostituzioni di G, 
che non alterano il valore di z,, appartengono al gruppo ri- 
dotto. Si può perciò esaminare una funzione qualunque delle 
radici, che si può esprimere razionalmente per mezzo di 2, 
e di quantità conosciute; allora, dinotando con U, questa fun- 
zione e con 9 una funzione razionale, si ha 


U, = (21), 
donde (Art. 193) 
U, SI O(2a); 


dove l’indice a indica che fu eseguita una sostituzione a, che 
è una qualunque di quelle sostituzioni di G, che non alte- 
rano il valore di z,. Intanto si ha 


2ua="21, percio eUg.= 01; 


sicchè la sostituzione a lascia inalterata ogni funzione che è 
espressa razionalmente per mezzo di 2; e di quantità già co- 
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nosciute. Perciò a appartiene veramente, dopo avere aggiunto 
z2;; al gruppo dell’equazione. 

198. Se una funzione @ delle radici, nello stesso modo che 
un'altra funzione n, resta invariata per mezzo delle stesse so- 
stituzioni di G,% si può esprimere razionalmente per mezzo 
UDERARL] 

Difatto, aggiungendo x, l'equazione ha un gruppo ridotto 
H; le sostituzioni di questo lasciano invariato 7 e quindi an- 
che 9; perciò @ si può anche esprimere razionalmente per 


mezzo della quantità aggiunta x e di quantità conosciute 
CATISEESONI 


$ 4. Aggiunzione delle radici di un’equazione 
ausiliaria. 


199. Sia 2, una radice di un’ equazione ausiliaria irridu- 
cibile con le radici Zia Zopece3 8h) © si supponga che, ag- 
giungendo ,, il gruppo G venga ridotto. Allora l'equazione 
F(y)=0 si spezza in più equazioni irriducibili del medesi- 
mo grado [1], e ognuna di esse determina il gruppo ridot- 
to ; sla 


(8) = 0 Malmo 


una di queste equazioni; essa può presentarsi in modo, che 
la più alta potenza di y abbia il coefficiente 1, e i rimanenti 
coefficienti siano funzioni razionali intere di z,, il cui espo- 
nente più alto non sorpassa X — 1 (Vol. I, Art. 26). 

Dividendo F(y) per €(y,2,) e ponendo i coefficienti del re- 
sto eguali a zero, si hanno le condizioni, affinchè «(y,z,) di- 
vida F(y). Queste equazioni di condizione sono sodisfatte da 
z=z,, e siccome l’ equazione in è irriducibile, essa deve 
perciò essere sodisfatta anche da .z =%z,,...,%=%zy. Dunque 
F(y) è anche divisibile per 0(Y,22)..... 9(Y32,). 


[1]. Indipendentemente dalla considerazione del gruppo di una 
equazione sì puo dimostrare che: Se una funzione razionale ® delle 
radici rimane inalterata pel gruppo di una seconda funzione r,@ si 
potrà esprimere razionalmente per mezzo di n, anche se n non ri- 
mane inalterata pel gruppo di @, cioè anche se il gruppo di © non 
coincide con quello di x, ma lo contiene. (Netto, o. c. Art. 99.) [T.]. 

[LPROLCVATI 1800 atli: 
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Il prodotto 


Yi) = one) oi) è + (2) 


è una funzione razionale di y e di quantità conosciute (fra 
queste non sono compresi i valori di 2). Poichè ognuno dei 
fattori è un fattore di F(y), l'equazione 


Py) =0 TR ETIOPIA PEA RI) 


non può avere altre radici che quelle di F(y)=0, e deve 
avere queste radici ciascuna lo stesso numero di volte, p. es. 
q volte; allora dev'essere identicamente 


OO) RA STO 


Essendo @(y,z,) =0 irriducibile, ognuna delle equazioni 
analoghe dev’ essere anche tale, se per ciascuna di esse si 
prende come aggiunto il valore di z che vi si trova. 

Difatto, se per z=2; g(y,2) fosse divisibile per ©,(y,2), il 
resto, che lascia © nella divisione per 0,, dovrebb’ essere 
nullo per z= 2; ; allora esso dovrebb’essere nullo anche per 
z=%z,, onde «(y,z,) diverrebbe riducibile, il che sarebbe con- 
trario alle ipotesi fatte. 

Nel caso che due delle equazioni @=0 abbiano una ra- 
dice in comune, esse devono avere tutte le radici in comu- 
ne. Supponiamo infatti che 


e(Yy,,)=0 e 9(y,23) =0 ROC) 
abbiano entrambe la radice y,, e la prima di esse abbia 


inoltre la radice yY,; y3 può esprimersi razionalmente per 
mezzo di y,, sicchè 


Until) ai ti cai 0) 
dove 0 dinota una funzione razionale. L'equazione 
e A n, 


ha allora una’ radice in comune con la prima equazione (5), 
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e perciò deve avere tutte le radici di questa equazione. La 
funzione 


2(0(4);2) 


è perciò divisibile per @(y,z) per 2 =z,, e quindi anche per 
z= 9; sicchè l'equazione 


G(0(Y);£9) i 0 . . . . . (8) 


dev'essere sodisfatta dalle radici dell’ equazione @(y,29) = 0; 
fra queste radici si trova y,, cosicchè si ha identicamente 


€(0();23)' = Olftovveno (43:23) 0 0a MR (9) 


donde risulta che y, è una radice della seconda equazione (5). 
Due delle equazioni @=0 hanno dunque o le stesse radici 
o radici tutte differenti. 

Ora, essendo y, una radice di g di queste equazioni, que- 
ste devono avere tutte le medesime radici ; allora 9g altre 
equazioni devono avere un sistema di radici, fra le quali non 
si trova nessuna delle precedenti, e così via; perciò, estraendo 
dalla (4) la radice g°2, devesi avere identicamente 


F(4) = e(Y121)9(Y1 20) ICI ©(Y,2,) Aaa (10) 


dove @(Y,2,);..., ©(Y,2,) dinotano fattori © differenti, ognuno 
dei quali è preso da un sistema di g fattori @ di Y(y) iden- 
tici, e dove r è determinato da Kk = gr. 

Dunque le radici z si devono separare in r sistemi con q 
in ciascuno, e veramente tali, che si ottengono due gruppi 
ridotti differenti aggiungendo l una 0 l altra di due radiet 
appartenenti a sistemi diversi, e st ottiene invece lo stesso 
gruppo ridotto se le due radici appartengono allo stesso st- 
stema. 

Nel caso che il grado & dell’ equazione ausiliaria sia un 
numero primo p, dev'essere qg = 1. Allora F(y) ha p fattori, 


sicchè si trova l’ ordine del gruppo ridotto dividendo per p 
l’ordine di G [2]. 


[2]. Infatti 1’ ordine del gruppo ridotto è sempre il grado di @ 
in y, e perciò è eguale al grado di F (ordine di G) diviso per r. [T\]. 
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Aggiungendo una certa funzione delle radici di un’ equa- 
zione, si aggiunge in realtà una radice dell'equazione irridu- 
cibile che determina questa funzione [3]. Perciò i valori delle 
funzioni formano, nel modo sopra indicato, sistemi diversi. 

200. I diversi gruppi ridotti sono simili. Siano H, e H, 
due di questi gruppi corrispondenti a z, e z,, e siano y, e 
Ys rispettivamente radici di 


Oy.) = Otero) =0: 


Le radici della prima di queste equazioni si possono allora 
esprimere per mezzo di 


Y1 0,(%1) ’ 0,(71) CICCIO 


dove 0,,0,,... dinotano certe funzioni razionali; allora pos- 
siamo dimostrare facilmente, come sopra, che le radici della 
seconda equazione si possono esprimere per mezzo di 


Ya; 0, (Ya) ) 0,(Y2) peso 


Ora, sia T la sostituzione che si eseguisce ponendo y, al 
posto di y,, e siano S, e S" le sostituzioni che si esegui- 
scono ponendo 0,(y,) al posto di y, e 0,(y,) al posto di ys; 
si ha allora 


TS, _ S',T ’ 


poichè entrambe queste sostituzioni pongono 0,(,) al posto 
di y,. Questa equazione mostra che la sostituzione S', è si- 
mile ad S,; ma $, è una sostituzione qualunque del gruppo 
H,, ed S', è una sostituzione del gruppo H,, dunque la so- 
stituzione T trasforma H, in H,. Essendo y, ed ys due radici 
qualunque della (3), una sostituzione qualunque di G trasfor- 
merà un gruppo H nello stesso o in un altro gruppo H. 

201. Nel caso che le radici dell’ equazione ausiliaria èrri- 
ducibile sr possano esprimere razionalmente per mezzo di una 
di esse, e, aggiungendo una delle medesime, G si riduca ad 
H, H dev essere permutabile a tutte le sostituzioni di G. 


4 


[3]. Ogni funzione razionale delle radici assume, per gli scambi 
di queste radici fra loro, un certo numero di valori, i quali sono 
evidentemente le radici di un’ equazione a coefficienti razionali. [T.]. 
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Se tutte le radici dell’ equazione ausiliaria si possono espri- 
mere razionalmente per mezzo di una di esse, ognuna si può 
esprimere razionalmente per mezzo di una qualunque delle 
rimanenti; cosicchè aggiungere una di esse equivale ad ag- 
giungerle tutte; perciò i differenti gruppi H,, H,,..., tro- 
vati sopra, devono coincidere. Ora, siccome véedemmo (Art. 200) 
che per mezzo di tutte le sostituzioni di G questi gruppi 
si trasformano l’ uno nell’ altro, H deve rimanere invariato 
quando viene trasformato per an di tutte queste sostitu- 
zioni. Dunque H è permutabile a tutte le sostituzioni di G. 

Questo caso ha luogo p. es. quando il gruppo si riduce per 
l'aggiunta di una radice dell’ equazione 2’ = A, supponendo 
che si siano aggiunte precedentemente A e le radici del- 
l’ unità. 

202. Se, aggiungendo tutte le radici di un’ equazione au- 
silraria riducibile, G si riduce ad H, H è permutabile a 
tutte le sostituzioni di G. 

Difatto, aggiungendo tutte le MET si ha lo stesso risul- 
tato che aggiungendo una funzione © delle radici dell’ equa- 
zione ausiliaria con valori tutti diversi; questi valori si pos- 
sono esprimere razionalmente per mezzo di uno di essi, e le 
radici dell’ equazione ausiliaria si possono esprimere razio- 
nalmente per mezzo di ; sicchè tutte le radici dell’equazione 
in 9 si possono considerare come aggiunte. Allora il teore- 
ma risulta dall'Art. 201. | 

203. Nel caso che & dell'ordine m = kq contenga un gruppo 
H dell’ ordine q, permutabile a tutte le sostituzioni di G, G 
st ridurrà ad H con l’aggiunta delle radici di una certa equa- 
zione abeliana del grado k. 

Sia H formato dalle sostituzioni 


VEPISTANIS IDIONPESTIE 
allora tutte le sostituzioni di G si possono ordinare in X se- 
rie; quelle di una stessa serie sono della forma T ASTE dove 
o rimanga fisso. 

Siano Y13%Y23--3%y le radici di F(y)=0 che si formano 
da y, per mezzo delle sostituzioni S, e sia 


Uiela—g)(a—y)...(24y),; 


dove x è indeterminata. Allora 0, conserva il suo valore quan- 
do le si applicano le sostituzioni S, ma si altera per mezzo 
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di tutte le rimanenti sostituzioni. Aggiungendo 0, , il gruppo 
dell'equazione si riduce ad H. 

Ora si può mostrare che 0, è determinata da un’ equa- 
zione abeliana del grado €. Siano 0,, 03,...,0, le funzioni 
formate da 0, per mezzo delle sostituzioni 1, T,,...,T%_j, 
e si ponga 


A=(b_0,)(0_-9)...(P_0%%), 


dove { è indeterminata. 

Siccome H è permutabile a tutte le sostituzioni di G, nes- 
suna delle funzioni 0 sarà alterata dalle sostituzioni S(Art.181). 
Allora A non può alterarsi' per mezzo di qualunque sostitu- 
zione T,S,, perchè S, non altera 0, e T; permuta soltanto 
le funzioni 9 fra loro; difatto si ha p. es. 


T io. T,1,0, =T,63:0 = dba ; 


poichè TT, deve trovarsi fra le sostituzioni di G e perciò 
deve avere la forma T,S;. 

Dunque, siccome nessuna delle sostituzioni di G altera A, 
A si può esprimere razionalmente. Allora 0,,0,,... sono 
determinate da un’ equazione del 780 srado, e questa equa- 
zione, la quale si riconosce facilmente come irriducibile, è 
un’ abeliana, perchè i differenti valori di 0 si possono espri- 
mere razionalmente l’ uno per mezzo dell’ altro, poichè essi 
restano invariati per mezzo delle stesse sostituzioni di G. Il 
suo gruppo è dell’ ordine X, ed è formato dalle sostituzioni 
che spostano 0,,9,,...nella stessa guisa che queste si spo- 
stano per mezzo delle sostituzioni T. 

Se k è un numero primo, le radici dell’equazione abeliana 
sì possono esprimere razionalmente per mezzo delle radici di 
un’ equazione binomia ; allora si può ridurre G ad H, anche 
aggiungendo un radicale e le radici dell’unità. 

204. Possiamo ora indicare le condizioni necessarie e suf- 
ficienti , affinchè un' equazione si possa risolvere algebrica- 
mente. Se l'equazione si può risolvere algebricamente, il suo 
gruppo si deve ridurre ad 1 tostochè si aggiungono succes- 
sivamente tutti i radicali, che si trovano nella risoluzione, e 
le radici dell’unità, poichè con ciò tutte le radici dell’equa- 
zione in y sono conosciute. Il gruppo deve dunque ridursi 
ad 1 quando si aggiungono successivamente le radici di certe 
equazioni ausiliarie della forma 


2A 
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dove p dinota un numero primo e A una quantità conosciuta 
o) precedentemente aggiunta; questa equazione è un’ abeliana 
se si suppongono note le radici dell’ unità. 

Intanto fu dimostrato negli Art. 199 e 203 [3] che la con- 
dizione necessaria e sufficiente, affinchè il gruppo G dell’ e- 
quazione, dell’ordine pg, venga ridotto da una tale aggiun- 
zione, consiste in ciò, che G contenga un gruppo H dell'ordine 
q permutabile a tutte le sostituzioni di G. H deve contenere 
allora un nuovo gruppo permutabile a tutte le sostituzioni 
di H, e così via, fino a pervenire al gruppo 1; dunque: La 
condizione. necessaria e sufficiente, affinchè uni equazione sti 
possa risolvere algebricamente, consiste in ciò, che il suo grup- 
po contenga un altro gruppo, questo di nuovo un altro, e 
così via, fino a pervenire al gruppo 1; e veramente questa 
serie di gruppi dev'essere tale, che ognuno di essi sia permu- 
tabile a tutte le sostituzioni del precedente, e che <l suo ordine 
st trovi dividendo l’ ordine del precedente per un numero 
primo |A]. 

205. Può servire come esempio l’ equazione generale del 
quarto grado; il gruppo di essa è il simmetrico del 4° srado 
e del 240 ordine; esso contiene il gruppo alternante [5], al 
quale tutte le sue sostituzioni sono permutabili; perciò esso 
si riduce al: gruppo alternante aggiungendo una funzione al- 
ternante delle radici; esso è quello che si trova nella prima 
estrazione della radice quadrata, che si eseguisce nella riso- 
luzione dell’ equazione. 

Il gruppo alternante contiene un gruppo del 4° ordine, 
che è permutabile. a tutte le sostituzioni del gruppo alter- 
nante, cioè 


1, (,29)(03%0,) ; (2,03) (0900,) ; (2104)(903) ; 

[8]. Si tenga conto specialmente dell’ ultimo capoverso dell’Ar- 
Lis 2005 da]; 

[4]. Questo teorema può enunciarsi brevemente così: 

Condizione necessaria e sufficiente, affinchè un’ equazione sia risol- 
vibile per radicali, è che è fattori di composizione del suo gruppo 
siano tutti numeri primi (Art. 161, [1]). Inoltre si può dimostrare 
(Netto, o. c., Art. 232) che, affinchè un’ equazione sia risolvibile per 
radicali, è necessario e sufficiente che le sostituzioni di ogni gruppo 
della serie principale, tranne quelle del gruppo seguente, siano permu- 
tabili fra loro. [T.|. 

[5]. Questo gruppo alternante è: 


[1, (2,09)(£3%,) , (2,3) (19%,) ’ (2,%4)(19%3) ’ (XL9:C3) ) (L,X3%3) ’ (x,03%,) 1 
(010403) ; (€904) è (217402); (29%3%,) è (0,0,%3)]. [T.]. 
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estraendo una radice cubica, si determina una funzione che 
non si altera per mezzo di queste sostituzioni, p. es. 2,%3+®%3%,j 
aggiungendo questa, il gruppo alternante si riduce al citato 
del 40 ordine, che per mezzo di due nuove estrazioni di ra- 
dici quadrate si riduce al gruppo 1 [6]. 


[6]. Vogliamo porre in relazione i metodi di Lagrange, Descar- 
tes e Ferrari per la risoluzione dell’ equazione di 4° grado col me- 
todo qui indicato dall’ A. 

Sia 

x4 + Ax? + Ba? + Ca +D=0 RA ALE 


ti Eolo proposta e siano x,; %,; %,;) %, le sue radici. Po- 
nendo 


P_-B, Q=AC-4D, R=D4B- A?)-Q?, 


la risolvente della (1), coi tre metodi suddetti, è sempre (Vol. I, 
Art. 55, 56 e 57) 


y + Py + Qy+R=0, 
le cui radici y,;%,;%; sono legate a quelle della (1) dalle 
Y, = Xx, + X3%4 
Y, 3 CL3 + TX, , 
Yg = X,C4 + Xg£3. 
Da queste si ricava 
(0, — 03) (3 — 4) = (2103 + gg) — (2104 + 903) =Y,—- Ya. (2) 


e simili; allora il discriminante della (1), A=(x, — %y)?...(€3 — £)?, 
diventa 


A (Ya — Ya) Yi — UU TY 


Poniamo ora 


n= YU + Ya + Us, 92 = YU +4 + 4Yg è MST) 


È 3 
ove & sia una \{ complessa di 1. Si trova che 


GARROS 
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Il gruppo simmetrico dell’nes20 erado, che appartiene al- 
l'equazione generale dell’nesm0 grado, si può ridurre, estraen- 


cioè ©, è espressa razionalmente per mezzo di @,; il che doveva 
essere, perchè %, e 9, appartengono allo stesso gruppo 


[1, (1,02) (03%,) ; (2,03) (227,) ; (2,2,) (02%3)]. + + + (5) 
Inoltre si verifica facilmente che %,°, 9,° sono le radici dell’equa- 


zione in 0 


02 —- (-— 2P? + 9PQ— 27B)0 + (P°—3Q)}=0. . . (6) 
Indicando con £ il discriminante di questa, si ha 


I = (9, — 9,9)? = (0, — P2)°(0, — Ag2)°(P, — a°pa)? = 
= 9(1+ 2a)?(Y, — Ys)?Y, — Ya)? (Y, a Yg)” 
? 
cioè 


9424: 


le radici della (6) sono perciò della forma 


2. : A IAT) 








_M+801+2x) VA pa M-81+20 / 


, == 


cioè sono espresse razionalmente per mezzo di « e di VA; come 

doveva essere, poichè w,° e ©,* sono funzioni di «,,%y,%3;%,; che 

appartengono al gruppo alternante. Tenendo conto della (4), 4, e 
3 





©, si ottengono dalle (7) con una sola estrazione ai ST si ha 
cioè 
MER SSA A 3) AIA 
M+83(14+22) JA P? - 3Q 
“Voet Varrese re LR ri o sv 
2 P, 
Dalle (3) e dalla y, ++ yy =— P si ricavano poi con combi- 


nazioni lineari le y,;%y Yz. 

Il potersi calcolare y,;%,,%3 razionalmente per mezzo di ©, (e 
di «) dipende dal fatto, che y, ,%»,%3; pur non appartenendo al 
gruppo (5), non si alterano per le sostituzioni del gruppo (5) 
(Art. 198, [2]), al quale devesi ritenere ora ridotto il gruppo del- 
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do una radice quadrata, al gruppo alternante; si può mostra- 
re che questo gruppo è semplice per n > 4, e perciò per tali 


l'equazione. Ora è da osservare che da 


a 
Ve 
°° 4 —- YU, — Va) 


3a 


dY1 4 2by, Q “ 





gi ricava 


Ya Us= 14) (poniamo) ... (8) 


(volendo 1(y,) sotto forma intera in y,, si prenderà (v. Serret, 
OSS IL D401) 


(Y»— Ys)VA=(6Q-- 2P3)y,? —(9R —TPQ+2P9)y,+(4Q?—P?Q-3PR)) , 


cioè Y, — Yz è funzione razionale di y, e di Va (cfr. Vol. I, Art. 54). 
Dalla (8) e dalla (2) si ha poi 


CREO ENEA MII ETC, 


La funzione (x,%, — x3%,)? può esprimersi razionalmente per mezzo 
di y,, perchè appartiene al gruppo di y,. Per calcolarla, si può 
far uso del sistema 
Uci ta = Ve, reo) LU 
da cui 
(0,0%, — dg)? =Y, —- 4D = H (poniamo). 

Avremo allora 

UL — gd, = VH. A A ELL) 
Così coll’aggiunta di V H abbiamo ridotto il gruppo dell’equazione 
al gruppo I 

eGo eni cena) ta Barre prn12) 
che è comune al gruppo di x,%, — xx, e al gruppo (5) ed è inol- 
tre permutabile a (5). 


Per ridurre il gruppo (12) al gruppo 1, si potrebbe ora calco- 
lare la funzione a 12 valori 1 


x = [(@- x) +3 - 2), 
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valori di n esso non si può più ridurre coll’ aggiunta di radi- 
cali; quindi segue che l'equazione generale di grado più alto 
del quarto non si può risolvere algebricamente. 


la quale, appartenendo al gruppo (12), è esprimibile razionalmente 


per mezzo di VH; in tal modo si avrebbe % con una nuova estra- 
zione di radice quadrata, e per mezzo Gi % si potrebbero poi e- 
sprimere razionalmente le radici della (1), poichè % appartiene al 
gruppo l. 

Però è preferibile completare la ricerca nel modo seguente. 

Si osservi che le funzioni x,%3,&, + xa 3(&,— x)? Xg%,,1%3 + Cy 
(x;— ,)? si possono tutte esprimere razionalmente per mezzo di y/H, 
poichè non si alterano per le sostituzioni del gruppo di x,%, — t3,. 
Si ha effettivamente da (10) e (11) 


Y + VH y— VH 
Tia cor =z,(poniamo),x3r, = sea Ri RL). 
Inoltre da 
LiLg (C3 +0) +90 (1 +e) = — 
(dg PUNTE A 
sì ricava 
Az, — C C—- Az, 
We. tiv — «agata chean0t14) 
z, 29 z, — 29 


le quali, combinate con le (13), dànno 


‘(Az — 0? — 4Hz 





(vc, — di H - =K(z,) (poniamo) , (x; — ©) =K (29) 
donde 
des EI 
x, = VEG) ay NE = E (porta (9)... (15) 
K(2,) 


Così, aggiungendo 4/K(z,), il gruppo (12) si è ridotto ad 1, e 
quindi la (1) è risoluta, come effettivamente si vede combinando 
linearmente le (15) con le (14). 

Si sono dunque ottenute le radici della (1), aggiungendo suc- 


3 


cessivamente NAS DE NI 


M +8(1+2)V A 
2 





’ JH e VK(,).Faccia- 


mo osservare che col metodo di Ferrari invece di (x,%, —- 032,)? si 
calcola [(x,-+ x) — (23 + ,)}?, che appartiene allo stesso gruppo. [T.]. 
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La dimostrazione menzionata si può condurre così: Si sup- 


1 
ponga che il gruppo alternante G dell’ordine 5 n! si possa 


1 
ridurre ad un gruppo K dell’ ordine &, dove kp = n!, e do- 


ve p è un numero primo. K. non può contenere tutte le so- 
stituzioni cicliche del terz’ ordine (Art. 164). Allora si può 
formare (Art. 161) un nuovo gruppo dell’ ordine 3%, che è 
compreso in G. Si deve avere dunque p= 3 [7]. Se è n > 4, 
si ottiene nello stesso modo p=5, poichè K non può con- 
tenere tutte le sostituzioni cicliche del quint’ordine (Art. 164). 
La riduzione è dunque impossibile per » > 4. 

Questa dimostrazione è effettivamente la stessa di quella 
fatta altra volta (Vol. I, Art. 70) per dimostrare l’impossi- 
bilità della risoluzione algebrica dell’ equazione del quinto 
grado. 


1 
[7]. Poichè 8% deve dividere 3” di (rod dA e 


CAPITOLO IV. 


APPLICAZIONI DELLA TEORIA "DI GALOIS. 


$ 1. Equazioni abeliane. 


206. Le equazioni abeliane sono state già trattate distesa- 
mente nel primo volume; perciò qui mostreremo soltanto bre- 
vemente come si possa applicare ad esse la teoria di Galois. 

Nell’ equazione irriducibile dell’nesm0 grado è 


to =:Me \owyerpogne dina PRESE (1) 


il gruppo dell'equazione deve contenere una sostituzione che 
pone «, al posto di «, [1]; un ciclo di questa sia 


(ya, ...2)); 


questa sostituzione si può applicare [2] alla (1), perciò si ha 
CRT CER oc 


[1]. Poichè, essendo l’equazione irriducibile, i 1 suo gruppo è tran 
sitivo. [T.]. 

[2]. Infatti il primo membro dalla (1) è una funzione conosciuta 
razionalmente, e che perciò non si altera per le sostituzioni del 
Sruppo dell’ equazione. [T.]. 


iniettati tn " 
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Si vede ora facilmente che una sostituzione del gruppo, 
che faccia succedere ad una:delle lettere «,, x3,..., x, una 
lettera che non si trova fra queste, deve sostituirle tutte con 
nuove lettere, poichè nel caso opposto l’equazione dovrebbe 
avere radici eguali [3]; trasformando la prima sostituzione 
per mezzo di quest’ultima, si ottiene una sostituzione, la quale 
mostra che r radici differenti dalle prime sono legate da equa- 
zioni analoghe alle (2); se ci sono ancora altre radici, an- 
ch’esse si devono spezzare in sistemi di r radici, e le sosti- 
tuzioni del gruppo possono surrogare soltanto radici di uno 
stesso sistema con radici di uno stesso sistema. Il gruppo è 
perciò imprimitivo, e l'equazione si può spezzare, mediante 
un'equazione ausiliaria, in equazioni del grado 7, che deter- 
minano i singoli sistemi di radici (Art. 195). 

207. Perciò è necessario considerare solo quelle equazioni, 
i cui gruppi contengono una sostituzione ciclica di tutte le 
radici, e dove x, = l(x,). Allora tutte le radici si possono 
esprimere razionalmente per mezzo di una di esse, e ogni 
funzione delle radici ha soltanto n valori. L'equazione F(y)=0, 
che determina il gruppo, è perciò al più dell’nesm0 grado; 
e allora essa sarà esattamente dell’ne8m0 grado, poichè il grup- 
po è transitivo, ed il suo ordine è perciò divisibile per » 
(Art. 170). Allora il gruppo è formato da una sostituzione 
ciclica (x,%3 ...,) e dalle potenze di questa. 

Ora, se è a" =1 (« una radice primitiva), si vede facil- 
mente che la quantità 


ASSO da tin) 


è razionale, poichè il suo valore non viene alterato dalle so- 
n 


stituzioni del gruppo; aggiungendo A e a, il gruppo si ri- 
duce ad 1, poichè tutte le rimanenti sostituzioni alterano 


[3.]. Se si avesse una sostituzione 
CX è è ) 
SA AMICO Aa 
ove x fosse una delle lettere ®,,...,%,> ed xs non fosse una di 
queste lettere, si avrebbe x,=0(,), donde xs=0(x); ma cn41= 07); 


donde. x, = %5, cioè, essendo p. i. s diverso da RA +1, 1’ equa- 
zione avrebbe due radici eguali. [T\.]. 
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ce, + 0g +... + 2,; perciò le radici dell'equazione vengono 
n 

espresse razionalmente per mezzo di NA e delle radici del- 

l’ unità. 

Se il grado di un’ equazione abeliana è un numero primo 
n, il gruppo deve contenere una sostituzione ciclica dell’or- 
dine n; allora l'equazione si può sempre risolvere algebrica- 
mente. Se n non è primo, mentre il gruppo contiene non- 
pertanto una sostituzione ciclica dell’ ordine nesm0, si vede 
facilmente che il gruppo si può ridurre successivamente ag- 
giungendo radicali, i cui indici siano numeri primi; se p. es. 
n= 15 ed S è la sostituzione ciclica, 


1, S9, 99, S9, SI? 


formano un gruppo, il quale è permutabile a tutte le sosti- 
tuzioni del gruppo originario, e che diventa il gruppo ridotto, 
quando si aggiungono le radici d’un’ equazione della forma 


PAZIAI 
$ 2. Le equazioni di Galois. 


208. Galois ha considerato equazioni irriducibili, il cui gra- 
do p è un numero primo, e le cui radici si possono tutte 
esprimere razionalmente per mezzo di due di esse, e ha mo- 
strato che tali equazioni si possono risolvere algebricamente. 

Siccome ogni funzione razionale delle radici si può espri- 
mere razionalmente per mezzo delle due radici, l’ordine del 
gruppo può essere al più p(p — 1); siccome il gruppo è tran- 
sitivo, l'ordine di esso è divisibile per p. 

Fu mostrato altravolta (Art. 186) [1] che, se 0, &,) «3 Cp_1 
sono le radici, le sostituzioni di un tale gruppo sono tutte 


della forma 
az + db 
g 


ALSRE 


ovvero della forma 


[1]. V. specialmente la [5] all'Art. 186. [T.]. 
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SURI) 


L'ordine del gruppo è Xp, dove % è eguale a p— 1 ovvero 
è un divisore di p — 1, e a è una radice primitiva di 


dove 


a" =1 (mod. p). 


Si ponga ora 
ta 9 )—-1 
X,=(c0+0x,+2%x, +... + al PM LE 


D 

1 3. Ra 2 ge co ROSIE 

dove 0 è una radice di LO O. Ora da X, si formino per 
si 


mezzo di T, T2,..., T*1le espressioni analoghe X,, X3,..., Xx; 
allora, ponendo 


A= (xy + 0A + PX +-+ 9, 


dove £ è una radice qualunque dell'equazione e" — 1=0, A 
dev'essere razionale. Infatti A non si altera per mezzo delle 
sostituzioni del gruppo, poichè la sostituzione S non cangia 
X,;} X3;-..., e la sostituzione T produce uno spostamento 
CIOHCOSRI N Xi 

Dando ora a f successivamente i suoi valori differenti, si 
ottengono % equazioni del primo. grado con le quali si tro- 
vano X,, X,,... espresse razionalmente mediante le radici 
dell’unità e la quantità 


ecs) 
VA. 


Peremezzo: dI Xi Xe BR LLO VELO ARDUAVO dpi 
come abbiamo mostrato nella trattazione delle equazioni abe- 
liane. In realtà 1’ equazione data si riduce ad un’ equazione 
abeliana aggiungendo una delle X,, X,,..., poichè con ciò 
il gruppo si riduce a potenze di S. Dunque: 

Un’ equazione irriducibile, il cui grado è un numero pri- 
mo e le cur radici si possono tutte esprimere razionalmente 
per mezzo di due di esse, è risolvibile algebricamente. 

D'altra parte, se il gruppo di un’equazione irriducibile di 
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grado p contiene soltanto sostituzioni lineari, ogni radice può 
esprimersi per mezzo di due qualunque di esse; poichè, ag- 
giungendo due delle radici, il gruppo si riduce ad 1, stan- 
techè tutte le sostituzioni lineari, eccetto 1, spostano almeno 
p—-1 radici, e perciò due di esse non possono restare inal- 
terate. 

209. Se un'equazione irriducibile di grado p si può risol- 
vere algebricamente, il suo gruppo non può contenere che so- 
stituzioni lineari. 

Se per ridurre il gruppo dell’ equazione si aggiungono i 
differenti radicali, fra questi si dovrà trovare una radice 
pesma, poichè solo in questo caso si potrà sopprimere nel- 
l’ordine del gruppo il fattore p. Subitochè si aggiunge que- 
sta. radice, e non prima, l'equazione data diventa riducibile; 
infatti, se l'equazione diventa riducibile, poichè il gruppo è 
intransitivo , l’ ordine del gruppo non può essere divisibile 
per p [2], e d’altra parte l’equazione non può essere irridu- 
cibile quando nell’ordine del gruppo si è soppresso il fattore 
p (Art. 170). 

Perciò l’ equazione data è riducibile dopo ch’ è stata ag- 
giunta la radice p°#, e quindi il suo gruppo, nel caso che 
non sia ridotto ad 1, è intransitivo. Sia 


Thu (bk dalle) 


questo gruppo intransitivo; allora, prima dell’aggiunzione, il 
gruppo era composto di tutte le sostituzioni della forma 


S°Ug, 


dove S dinota una sostituzione ciclica del peo ordine (Art. 
161) [3]. 

Le lettere si dividono in parecchi sistemi tali, che le so- 
stituzioni U permutino fra loro soltanto lettere del medesimo 


[2]. Va Amt. 170;-[7] [T1]: 

[8]. Infatti H (Art. 204) dev’ essere permutabile al gruppo K che 
si aveva prima dell’aggiunzione. Inoltre l’ordine di K dev’ essere 
p volte quello di H; dunque (Art. 168) in K si troverà un cielo S 
del eo ordine. Nessuna potenza di S può trovarsi in H, senza 
che vi si trovino tutte; ma in tal caso H sarebbe irinaiio. AI- 
lora (Art. 161) le S°Ug formano un gruppo contenuto in K, il 
cui ordine è »p volte quello di H, e perciò esauriscono le sostitu- 
zioni di K. [T.]. 
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sistema; H è intanto permutabile alle potenze di S [4], per- 
ciò queste possono sostituire soltanto lettere di uno stesso 
sistema con lettere di uno stesso sistema; siccome ciò non 
può avvenire con le potenze di S [5], H può constare sol- 
tanto della sostituzione 1. Perciò dev’ essere stata aggiunta 
finalmente una radice p°2, e prima di questa aggiunzione 
il gruppo si componeva delle potenze di una sostituzione 
ciclica. 

Poichè per mezzo dell’ultima aggiunzione il gruppo si ri- 
duce ad 1, tutte le radici della data equazione diventano con 
ciò razionali, cosicchè l'equazione, che fino allora restava ir- 
riducibile, ora si spezza in semplici equazioni del primo 
grado. 

210. Le successive aggiunzioni riducono dunque il gruppo 
originario senza tuttavia rendere riducibile f(x) = 0. Se una 
tale aggiunzione ha ridotto un gruppo G ad un gruppo H 
che contenga soltanto sostituzioni lineari, si può dimostrare 
che anche G può contenere soltanto sostituzioni lineari; con 
ciò sarà dimostrato allora il suddetto teorema, poichè, siccome 
l’ultimo gruppo contiene soltanto sostituzioni lineari, lo stesso 
sarà anche di tutti i precedenti. 

Perciò si dovrà dimostrare che G può contenere soltanto 
sostituzioni lineari, se H, che è formato da G aggiungendo 
radici di un’ equazione binomia, contiene soltanto sostitu- 
zioni lineari. H deve contenere la sostituzione ciclica S del- 
l'ordine p?m0 e le sue potenze; sia T una sostituzione di G, 
che non è in H. H è permutabile a T, e perciò T deve tra- 
sformare S in una potenza di S, poichè nel gruppo lineare 
H non ci sono altre sostituzioni simili ad S che le potenze 


[4]. Infatti H dev'essere (Art. 204) permutabile al gruppo delle 
S°U;, il quale apparteneva all’ equazione prima dell’aggiunzione 


di y/; perciò si avrà 
(S°UQU,(S'Ug!=Ug; 
ovvero 
S°UgOyUg ‘S “= Ug, 
cioè, ponendo. UgU,Ug * il Op 
S*USST*— Us. [T.]. 


[5]. Perchè S e le sue potenze sono cicli di ordine primo p. [T.] 
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di S. Allora T è anche una sostituzione lineare, poichè solo 
queste trasformano S in una potenza di S. 

Così è dimostrato che la condizione indicata da Galois per 
la possibilità della risoluzione algebrica di un’ equazione. ir- 
riducibile, il cui grado è un numero primo, è non solo suf- 
ficiente, ma anche necessaria. 


$ 3. Equazioni per le quali l’ordine del grappo 
è una potenza di un numero primo. 


211. Abbia l’equazione irriducibile f(x) =0 un gruppo G, 
il cui ordine è p”, dove p è un numero primo. Poichè l’or- 
dine è divisibile pel grado dell’ equazione, anche il grado 
dev'essere una potenza di p, p. es. p"”. 

Aggiungendo una radice, x, , dell'equazione, questa diventa 
riducibile ; ciascuna delle equazioni irriducibili, nelle quali 
essa si spezza, ha nel suo gruppo solo sostituzioni il cui or- 
dine è una potenza di p (Art. 194); cosicchè Il’ ordine del 
gruppo, e conseguentemente anche il grado dell’ equazione, 
saranno potenze di p [1]. 

Poichè dunque coll’aggiungere x, l'equazione si spezza in 
equazioni irriducibili, i cui gradi sono potenze di p, e fra 
queste ce n’ è una di grado 1, così ce ne devono essere al- 
meno p di grado 1; perciò almeno p delle radici si possono 
esprimere razionalmente per mezzo di «,. Mostrammo sopra 
(Art. 206) che il gruppo di tali equazioni è _imprimitivo , 8 
che esse si possono ridurre per mezzo di un’equazione ausi- 
liaria, Il gruppo dell'equazione ridotta si compone di sostituzio- 
ni, i cui cicli si trovano fra le sostituzioni di G, e perciò 
tanto il suo ordine quanto il grado dell’equazione sono poten- 
ze di p. Dividendo il grado della data equazione pel grado di 
questa equazione, si ottiene il grado dell’ equazione ausiliaria 


[1]. Per avere il gruppo G, di una di.queste equazioni bisogna 
ritenere dalle sostituzioni del gruppo G quei cicli che contengono 
soltanto le sue radici (Art. 194). Ora, poichè l'ordine di G è una 
potenza di p, l'ordine delle sostituzioni di G, e perciò anche l’or- 
dine dei suoi cicli, è sempre una potenza di p (Art. 159, 2.°). Se- 
gue che l’ordine delle sostituzioni formate coi cicli ritenuti sarà 
ancora una potenza di p (Art. 145). Allora l’ ordine di G, dovrà 
essere pure una potenza di p, perchè, se quest’ordine contenesse 
un altro fattore primo %, G, conterrebbe (Art. 168) una sostitu- 
zione dell’ordine %. [T.]. 


 — ST 
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(Art. 195), il quale perciò è anche una potenza di p. Anche 
l’ordine del gruppo dell'equazione ausiliaria deve essere una 
potenza di p, poichè questo gruppo si riduce ad 1 quando 
si aggiungono tutte le radici dell’ equazione data; e d’ altra 
parte, aggiungendo una alla volta queste radici, e conside- 
rando che in ogni nuovo spezzamento della data equazione 
si deve pervenire ad equazioni irriducibili, il cui ordine e 
grado sono potenze di p, si vede che l'ordine del grup- 
po dell’ equazione ausiliaria dev’ essere una potenza di p. 
(Art. 199) [2]. Si arriva allo stesso risultato dimostrando che 
questo gruppo è isomorfo ‘a G [3]. 

Ora le due nuove equazioni si possono ridurre nello stesso 
modo, finchè si perviene ad un sistema di equazioni abeliane 
del grado p. Siccome il prodotto dei gradi di queste equa- 
zioni è uguale al grado dell’equazione data, così ogni radice 
di questa si può trovare con l’aiuto di m equazioni abeliane 
di pesimo grado. 

212. D'altra parte l’ordine del gruppo di un’equazione, che si 
può risolvere con l’aiuto di sole equazioni abeliane del pesimo 
grado, verrà ridotto ad 1 semplicemente per mezzo di divi- 
sioni successive per p. Perciò l'ordine sarà una potenza di p. 
Dunque: 

La condizione necessaria e sufficiente, perchè st possa ri- 
solvere un’ equazione con l aiuto di equazioni abeliane del 


pessimo grado, consiste in ciò, che Vordine del suo gruppo sta 


x 


una potenza di p. Allora anche il suo grado è una poten- 
za di p. 

Si vede che questo teorema è un’estensione di quello, che 
dimostrammo altra volta, sulle equazioni risolvibili per radi- 
cali quadratici (Vol. I, Art. 91). 

La precedente dimostrazione mostra che tutti i gruppi tran- 
sitivi dell’ ordine p"(n > 1) sono imprimitivi. Veramente la 
dimostrazione suppone l’esistenza di un’ equazione corrispon- 


[2]. Infatti, secondo le conclusioni dell’Art. 199, coll’aggiungere 
all’equazione ausiliaria (che ivi sarebbe la primitiva) una radice 
dell'equazione data (che ivi sarebbe l’ausiliaria), il gruppo dell’e- 
quazione ausiliaria si riduce ad un altro, il cui ordine è quello 
del gruppo dell’ equazione ausiliaria diviso per un certo r (Art. 
199, [2]), che è fattore anche del grado p® dell’ equazione data 
ed è quindi una potenza di p. Con ciò l’ordine del gruppo dell’e- 
quazione ausiliaria, per ogni aggiunta di una radice dell’equazio- 
ne data, resta diviso per una potenza di p. [T\]. 

[3]. Cfr. Art. 178. [T.]. 
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dente al dato gruppo. Però si osservi che ad ogni gruppo 
corrisponde effettivamente un’equazione, cioè l'equazione ge- 
nerale del grado del gruppo, alla quale si aggiunga una fun- 
zione delle radici, che resti invariata per mezzo delle sosti- 
tuzioni del gruppo e non per mezzo di altre sostituzioni. 

213. Un gruppo G contenga un gruppo H dell’ordine p*, 
dove p è un numero primo. 

Tutte le sostituzioni di G permutabili ad H formano un 
gruppo K di un ordine up* [4]. 

Supponiamo che sia 


HE lla iNile: 


allora le sostituzioni di K si possono ordinare in serie della 
forma 


AVERSA SAREDO 


Se H è quel sottogruppo di G, pel quale a è tanto grande 
quanto è possibile , fra le sostituzioni di T.,Sg non ce n° è 
alcuna , il cui ordine sia una potenza di p; poichè, se ce 
ne fosse una, per mezzo di essa si potrebbe formare da H 
un nuovo gruppo di un ordine pf, dove 2 > a (Art. 161) [5] 
Poichè ogni sostituzione S ha un ordine che è una potenza 
di p, essa non può essere simile ad una delle sostituzioni TS. 

Le sostituzioni di G si possono ordinare in serie 


RSS Igt 
DIR TERI 


U non è permutabile ad H, ma può esserlo ad un gruppo, 
[1, Sa; Sg---|, contenuto in H; allora le sostituzioni S si 


[4]. Poichè K contiene H. [T.]. 

[5]. Da (T,S o =1 seguo, poichè T, è permutabile a tutte le S, 
T", Resi SaR Di = Sg; !, cioè 1", è la più bassa potenza dî 
T, BIT trovasi in H. Allora (Art.161) da T, e da H si potrà for- 
mare un gruppo H,, contenuto in K e quindi anche in G, di or- 
dine rp% Se dunque fosse r = p”, l’ ordine di H, sarebbe una po- 
tenza di p più elevata di p%. [T\]. 
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possono scrivere in serie come segue: 
1, San Spano 
M,, MSy; MSg,... 
Mo, MS; MiSgi ee 


. . . . . - j° . , 


dove il numero delle sostituzioni M sarà una potenza di p. 
Moltiplicando a sinistra la serie 


USE TT ATER 


per una delle sostituzioni S, } Sg). .., si ottiene di nuovo la 
stessa serie ordinata solo diversamente, mentre la moltipli- 
cazione per una delle sostituzioni M cangia la serie in una 
nuova, la quale contiene sostituzioni affatto nuove e fra loro 
diverse; dall’indicata serie si formano nello stesso modo tante 
serie, quante sono le sostituzioni M; il numero di queste se- 
rie è quindi una potenza di p. 

Se G, oltre alle sostituzioni così ottenute, contiene altre 
sostituzioni, da una di queste si formino in simil guisa delle 
serie, il cui numero è una potenza di p, e così si continui, 
fino a che si siano considerate tutte le sostituzioni di G. 
Tutte le sostituzioni in tal modo formate sono fra loro di- 
verse; perciò l’ ordine di G è 


pp%(1+ p@% + pir% +....), 


dove p, p*:,... indicano gli ordini dei gruppi contenuti 
in H,ai quali sono permutabili le sostituzioni dei differenti 
sistemi contenuti in G. I numeri a, , %,,... possono essere 
anche nulli e al più eguali ad a—1; alcuni di essi possono 
essere anche uguali. L'espressione nella parentesi ha dunque 
in tutti i casi la forma 1+ np. 4 
214. Ora esaminiamo più accuratamente il sruppo K e 
dimostriamo che y. non può essere divisibile per p. Poichè 
H è permutabile a tutte le sostituzioni di K_, si può ri- 
durre , quando si considera un’ equazione il cui gruppo è 
K, K ad H per mezzo di un’ equazione ausiliaria del grado 
u., le cui radici si possono esprimere tutte razionalmente per 
mezzo di una di esse, e il cui gruppo è perciò dell’ordine p 
Art. 203). Questo gruppo deve contenere una sostituzione. 
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dell’ordine p, non appena p. è divisibile per p. Questa sosti- 
tuzione fra le quantità, che all’Art. 203 furono indicate con 
0,,0,,..., può essere supplita da una delle sostituzioni T [6], 
e allora la pe potenza di questa deve lasciare invariata 
0, 0,,.+.; poichè ciò vale soltanto per le sostituzioni S, T 
si deve trovare fra queste; ma ciò porterebbe con sè che 
l’ordine di T fosse una potenza di p, il che è contrario alle 
ipotesi fatte. Perciò p. non è divisibile per p. 

Si vede dunque che un gruppo, il cui ordine è Xp*, dove 
k non è divisibile per p, deve contenere un sottogruppo im- 
primitivo dell'ordine p* ovvero, se a = 1, un gruppo lineare 
del pesimo ordine [7]. Il gruppo dell’ordine p* è contenuto in 
un altro dell’ ordine pp*, alle sostituzioni del quale esso è 


permutabile, e allora si ha 
c=p(np+1) [8]. 


‘ 2 
215. Se kK< p, dev'essere k=p.; se è ora n= 4,p;", dove 
p, indica un nuovo numero primo che non divide p., , e t,<P,, 
l’ equazione ausiliaria del grado p si può di nuovo ridurre 
5 p 
per mezzo di un’ equazione del grado yu, ad un’ equazione 
risolvibile per radicali; continuando in questo modo fino a 
che si pervenga ad un’ equazione ausiliaria, il cui grado ed 


[6]. Poichè una sostituzione fra le 0 determina una sostituzione 
dia ICetIk 

[7]. Questo importante teorema di Sylow (Math. Annalen, V, 
1872) fu dimostrato anche, indipendentemente dalle ricerche di 
Sylow, dal sig. A. Capelli nel $ IV della sua pregevole Memoria 
« Sopra l’isomorfismo dei gruppi di sostituzioni » (Giorn. di Bat- 
taglini XVI, 1878, pag. 32-87). In questa stessa Memoria è dimo- 
strato inoltre che: 

1.° Se p* è la più alta potenza del numero primo p che di- 
vide l’ordine di G, tutti i sottogruppi di G dell’ordine p* sono si- 
mili fra loro; ed ogni sottogruppo di G dell’ ordine p%, ove 
à, < %,è sempre contenuto in un sottogruppo di G dell’ ordine 
PI ($ V); 
2.° Ogni gruppo dell’ordine p%, ove p sia primo, contiene sem- 

pre deì gruppi rispettivamente degli ordini p%, p%1,...,p?;,p 
tali, che ognuno di essi, a cominciare dal secondo, è contenuto 
nel precedente ed è permutabile alle sue sostituzioni ($ VI). 

E da notarsi che le dimostrazioni del sig. Capelli sono indipen- 
denti dalla teoria di Galois. [T.]. 

[8]. Cfr. Netto, ov c. pag. 48-50. [T.]. 


$ 4. L’ EQUAZIONE DI Hesse. ART. 215-217. 155 


ordine è una potenza di un numero primo, la data equazione 
si può risolvere algebricamente [9]. (Sylow, Math. AnnalenV.) 


$ 4. L’ equazione di Hesse. 


216. Hesse ha considerato un’ equazione del 9° grado avente 
la proprietà che due qualunque delle sue radici, a e d, sono 
legate con una terza radice c dalle relazioni 


e g(a.b) boa ta-zeoo), 


dove @ indica una funzione razionale simmetrica. 

Si perviene ad una tale equazione, quando si cerca di de- 
terminare i 9 flessi di una curva del terz’ordine; infatti per 
questi 9 punti vale il teorema, che una retta condotta per 
due qualunque di essi passa anche per un terzo. La con- 
dizione, affinchè tre dei punti giacciano su di una eretta, 
prende ora appunto la forma c = (a,b), dove a, d e c sono 
radici dell'equazione del 90 grado che determina i punti. Per- 
ciò questa equazione di condizione viene sodisfatta solo quan- 
do a, d e c sono tre punti in linea retta. 

217. Ora il gruppo dell’ equazione può contenere soltanto 
quelle sostituzioni che permutano a, dè e c con tre punti an- 
che in linea retta (Art. 193). 

Due punti si possono prendere da 9 in 72 modi diversi; 
intanto in questo modo ogni retta si conta 6 volte, cosicchè 
in realtà ci sono 12 rette diverse; allo stesso risultato si 
perviene, osservando che da ogni punto partono 4 rette; con 
ciò il numero delle rette diventa 4-9:3 = 12. 

Da tre punti, che giacciono su di una retta, partono per- 
ciò, eccetto questa, 9 rette; allora i rimanenti 6 punti de- 
vono giacere tre a tre sulle due rimanenti rette. 


[9]. Questo teorema si può quindi enunciare così: 
Sel’ordine di un gruppo Gdi un'equazione algebrica è r=p*p,%1p,*2p3%3..., 
dove p, Pi; Pa; P3; +-+ sono numeri primi diversi fra loro e dove 
inoltre si abbia 


VENA LIA SPA Pg Ia SD orgia 


allora l'equazione sarà risolvibile per radicali. (Netto,o.c. , p.277.) [T\]. 
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Ora s’indichi ciascun punto con due indici, e il primo di 
questi sia 0, 1 o 2, secondo che il punto giace sulla prima, 
seconda o terza di quelle rette; dalle rimanenti 9 rette se ne 
scelgano tre nello stesso modo e si faccia che il secondo 
indice del punto indichi quella di queste rette, sulla quale 
giace il punto. Così i punti si possono indicare con 


(00) (01) (02) 
(0) (1) (12) 
0) 1) I, 


mentre le 6 rette sono quelle che contengono i punti che 
sono nella stessa linea o nella stessa colonna. I punti non 
si possono disporre in modo che si veggano pure le rima- 
nenti 6 rette, perchè soltanto tre dei punti possono essere 
reali. Intanto le due rette mancanti, che contengono il punto 
(00), possono essere soltanto 


(00) (01) (22) 
Dai (00) (12) (21). 


Le rimanenti rette si determinano nello stesso modo, e al- 
lora si vede che su di una retta giacciono quei punti, pei 
quali tanto la somma dei primi che dei secondi indici è di- 
visibile per 3. 

218. Se ora indichiamo con x ed y i due indici e formia- 
mo le sostituzioni che ad x ed y fanno succedere rispetti- 
vamente 


ae'1'byic'etaetb;y 47, 
dove i numeri si devono prendere secondo il modulo 3, que- 


sti porranno sempre al posto di tre punti in linea retta di 
nuovo tre punti in linea retta, poichè da 


c\+x%9+%3=Y,+Y2+y3=0 
segue 


ax, + by, +c+ax2+dy,+c+ax3+0y3+c=0. 
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Per mezzo di 


(2, ; ar+bdy+c,a,x+b,y+ C1) 


si rappresenta una sostituzione dei 9 punti, se si escludono 
quei valori di a, d, a, e d5,, pei quali adb,—ba,=0 [1]. Que- 


[1]. Questa condizione è necessaria e sufficiente, affinchè la 


(C,9y;ax+by+c,ax+b,y+c,) 
(mod. 3) 


rappresenti una sostituzione quando, tenendovi fissi a, d, c, @,, 
b,, €,, vi si facciano variare x ed y in tutti i modi possibili. In- 
fatti basterà per questo che gli elementi che vengono al posto 
di (x,y) siano tutti diversi, cioè che non coesistano le due con- 
gruenze 


ax + by +ce=ax,+0y,+c (mod. 3) 
ax +b,y +e, =a,%,+d,Y +0, (mod. 8), 


ove (x,y) sia diverso da (x, ,%;). 
Ora da queste si ricava 


(ab, — a,b)(x — ®,)=0 (mod. 83) 


(ab,—a,b)(7-y,)=0 (mod, 8), 
le quali; non potendo essere insieme 
x —- e, =0 (mod. 8),y—-y,=0 (mod. 8), 


richiedono che sia 


ab, — ab =0 (mod. 8). 


Se dunque non sarà sodisfatta questa congruenza , la formola 
data sopra sarà una sostituzione. 

Quando c=0 e ce, =0, la sostituzione dicesi geometrica; invece 
dicesi aritmetica, quando è della forma (r,Y;x+c,y+c,). Si 
considerano sostituzioni geometriche ed aritmetiche anche a più 


di due indici (Art. 187), e si dimostra che la condizione necessaria 
e sufficiente, affinchè V espressione 


t= [212203253 Ga +- da ++ 012% 092,4 daza ++ 0224 3000] 
(mod. m) 
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ste sostituzioni formano un gruppo, perchè il prodotto di due 
è di nuovo una di esse. c e c,j possono essere 0, 1 e 2; sce- 
gliendo c e c,, a e d possono avere tutti i loro valori, ec- 
cetto 0 e 0; per ogni scelta di a e d, a, e dD, si possono sce- 
gliere in 6 modi [2]; l'ordine del gruppo è dunque 9-8-6. 

Il gruppo G qui trovato sostituisce tre punti in linea retta 
con tre punti in linea retta; si può mostrare che esso con- 
tiene tutte le sostituzioni che hanno questa proprietà. 

Sia T una sostituzione che fa succedere (28) a (00), (2,0) 
a (01); allora essa sostituirà a (02) un punto (2,0) tale, che 


A+ @, + 09=b+P,+0,= 


sia una sostituzione geometrica fra m* elementi, è che il determinante 


RUE RO TE, Ca aa 











sia primo rispetto al modulo m. 


Le sostituzioni geometriche fra m* elementi formano un gruppo 
che a preferenza si dice lineare del grado ml"; esse per m primo, 
combinate col gruppo delle sostituzioni aritmetiche del grado mÈ, 
dànno il gruppo di ogni equazione primitiva risolvibile del grado 
m' ; ove per equazione primitiva s'intende un’ equazione, il cui 
gruppo sia primitivo. (Netto, o. c., pag. 141-150 e 283 e seg.) [T.]. 

[2]. I 6 casi possibili per ogni coppia (@,d) sono i seguenti: 


(b,=0 6, =0 
a= 0) a,=1<b,=1;a,=2-5,=1- 
e: pone, 


d= 0) Si scambia nelle precedenti a con d. 


ola 
a=b)a,=0 5, 54 a,=1. 


(0, =2 RAZAE 
b, =1 b, = b, =0 

e=10=Ya 0) PSE AI 
bi=2 b=i |b,=2. 


a=2,b=1) Si scambia nelle precedenti « con d. [T.]. 
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Nel gruppo G le sostituzioni 
S= (x,y; ar +by+a,4,x+0y+ È), 
in cui 
bta=a,; b+6=f, 


sostituiranno i tre punti proprio nello stesso modo. 
Inoltre T sostituisca (23€) a (10); allora lo stesso farà S, 
se a e a; si scelgono in modo che 


a+a=0g, a+0= 0g. 


Si vede facilmente che la sostituzione T è ora completa- 
mente determinata, tenendo conto della condizione, che tre 
punti in linea retta vengono sostituiti da tre punti in linea 
retta; poichè la sostituzione S, già determinata, sodisfa que- 
sta condizione, S coincide con T. G contiene dunque tutte 
quelle sostituzioni, che non alterano il valore zero di (a,b) —c. 
Perciò G è il gruppo dell'equazione ovvero contiene in ogni 
caso il gruppo dell’equazione. 

219. G contiene il gruppo G, formato dalle sostituzioni 


(00,9; aX + C,0Y + c1); 


dove a è 1 0 2, mentre cec, hanno tutti i loro valori. Que- 
sto gruppo del 18° ordine è permutabile a tutte le sostitu- 
zioni di G. Se si cercano tre rette che contengano tutti i 9 
punti, si vede facilmente che G, contiene precisamente le so- 
. stituzioni di G, che permutano queste rette soltanto fra lo- 
ro. Poichè si hanno 12 rette, si possono formare 4 di questi 
sistemi di rette [3]; perciò questi 4 sistemi si possono de- 
terminare per mezzo di un’ equazione del 4.0 grado; risol- 
vendo questa, il gruppo si riduce a G,. 

Il gruppo si riduce pure a G, , quando si risolve un’ equa- 
zione abeliana del grado 9-8-6:18 = 24 (Art. 203); questa 
equazione intanto non è altro che la risolvente di un’ equa- 


[8]. Per togliere ogni dubbio facciamo notare che G, cambia 
simultaneamente ciascuno di questi 4 sistemi di 3 rette in se stesso, 
e che ogni sostituzione di G, che non appartenga a G,, permuta 
fra loro questi sistemi. [T\.]. 
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zione di 4° grado ed è perciò risoluta, non appena si risolve 
questa. Invece di ridurre immediatamente il gruppo G a G,, 
esso si sarebbe potuto ridurre via via, aggiungendo i radi- 
cali che si introducono nella risoluzione dell’ equazione di 
quarto grado; con ciò l'ordine di G verrebbe diviso proprio 
per 24. 

G, contiene il gruppo G, del terz’ordine 


(2,4; cy +0), 


il quale è permutabile a tutte le sostituzioni di G,; perciò 
il gruppo dell'equazione si riduce a G,, risolvendo un’equa- 
zione di terzo grado, che determina le tre rette del sistema, 
ovvero aggiungendo i radicali che s’introducono nella risolu- 
zione di questa equazione. 

Il gruppo è ora ridotto alle potenze di una sostituzione 
regolare del terz’ordine; esso è perciò intransitivo, e quindi 
l'equazione è ora spezzata in tre equazioni di terzo grado; 
queste equazioni sono abeliane, poichè il gruppo si riduce 
ad 1, non appena si aggiunge una qualunque delle radici. 


$ 5. Gruppo della monodromia di un’ equazione. 


220. Sia 
Fk) =0 


un'equazione nei cui coefficienti c'è un parametro indeterminato 
k, mentre del resto per semplicità si può supporre che i coef- 
ficienti siano numerici. Considerando £ come noto, l’equazio- 
ne ha un certo gruppo G. 

Una funzione razionale © di % e delle radici, che non si 
altera per mezzo delle sostituzioni di G., si può esprimere 
razionalmente per mezzo di % e di numeri conosciuti. Perciò 
essa deve essere una funzione monodroma di k, cioè essa, 
quando per un certo valore di X ha un certo valore, deve 
avere di nuovo lo stesso valore, non appena %, variando co- 
munque con continuità, riprende il suo valore primitivo. La 
funzione, dopo questi cangiamenti, riprenderà il suo valore 
numerico primitivo, ma la forma algebrica ‘di essa sarà ordi- 
nariamente un’altra, poichè la variazione di % porterà con sè 
un certo scambio fra le radici. 
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Facendo variare %X nel campo dei numeri reali e complessi 
In tutti i modi possibili, si eseguiscono, come si è detto poc’an- 
zi, certe sostituzioni fra le radici. Queste sostituzioni formano 
un gruppo, poichè, se alle sostituzioni S e T corrispondono 
due cammini percorsi da &, il cammino formato da questi 
due corrisponderà alla sostituzione TS. Questo gruppo, che 
indicheremo con H, si dice 71 gruppo della monodromia del- 
l'equazione rispetto a & [1]. 

221. Le sostituzioni del gruppo H non alterano il valore 
di una funzione monodroma di k. Infatti ciascuna delle so- 
stituzioni si eseguisce, lasciando percorrere a % il cammino 
che le corrisponde; siccome la funzione è monodroma, essa 
ha intanto sempre lo stesso valore, non appena % ritorni al 
suo valore primitivo, qualunque sia stato il cammino per- 
corso. 

D'altra parte una funzione dev'essere monodroma, se non 
cangia di valore per tutte le sostituzioni di H, poichè que- 
ste sostituzioni corrispondono a tutti i possibili cammini che 
può percorrere /. 

222. Il gruppo H è contenuto in G. Difatto tutte le sosti- 
tuzioni di H lasciano inalterato il valore di una qualsiasi 
funzione razionale, poichè una funzione razionale delle radici 
e di X è anche monodroma. 

Al contrario H non conterrà d’ ordinario tutte le sostitu- 
zioni di G, poichè una funzione può essere monodroma e 
tuttavia non esprimibile razionalmente per mezzo di quantità 
conosciute. Essa può contenere p. es. certi radicali numerici, e 
soltanto allora potrà esprimersi razionalmente, quando si ag- 
giungono questi. Solo dopo questa aggiunzione G si ridurrà 
ad H. 

223. Il gruppo H è permutabile a tutte le sostituzioni di G. 

Sia Y una funzione delle radici, il cui valore non cangi per 
mezzo delle sostituzioni di H, ma bensì per mezzo di tutte le 
rimanenti sostituzioni. Essa è allora una funzione monodroma di 
k, e perciò si può esprimere come una funzione razionale di 
l con certi coefficienti irrazionali a, d, c,... Si sostituisca 
l’espressione nell’equazione irriducibile che serve alla deter- 
minazione di Y; si ottengono allora certe equazioni tra a, 


[1]. Questa denominazione è di Hermite: Comptes Rendus. tome 
82, 1851: Sur les fonctions algébriques. [T\]. | 


Prrersen — Equazioni algebriche. Vol. IL 11 


162 P. IV. Cap. IV. APPLICAZIONI DELLA TEORIA DI GALOIS. 


b, c,..., che espimono che all’equazione di determinazione 
si sodisfa con tutti i valori di %. Allora si può formare un’e- 
quazione tale, che 4, d, c,... vengano espresse razionalmente 
per mezzo di una delle sue radici (Vol. I, Art. 74). Aggiun- 
gendo le radici di questa equazione, G si riduce ad un grup- 
po, che non può contenere alcuna sostituzione che non sia 
in H. Allora questo gruppo dev'essere proprio H, poichè H 
non si può ridurre aggiungendo valori numerici. Perciò H è 
permutabile alle sostituzioni di G (Art. 202). 


224. Come esempio si consideri l’equazione che determina 


cos - per mezzo di %=cos z. Si indichino con. &;; 09, .-,,% 


n il 


D 2 + 2pr 3 
le radici, dove x, = cos —_. Oltre a cosz si aggiunga 
n 


senz [2]. Variando z con continuità, cosz e senz riprendono 
i loro valori primitivi quando z è aumentato di 2pr, dove 
p=0,1,2,..., n-1. Con ciò la radice x, si è cangiata in &,1p. 
Il gruppo della monodromia dell'equazione rispetto a cosz e 


senz è perciò 
(fi % a) 
r È 


Poichè questo è permutabile a tutte le sostituzioni del grup- 
po algebrico, deve avere la forma 


[ar + p 
NiSiAgig 
Questo si riduce al gruppo della monodromia, quando si 
2r ZE Aia ) 
aggiunge cos — e sen —. Infatti si mostra facilmente che 
n n 


in questo caso si ha 


VALLI Ple) 








DI + 1 
[2]. Se si fa kK= * cani l’aggiungere senz equivale a prendere 
I 
per parametro 4 invece di %X e ad aggiungere #= V— 1; poichè 


pica 
Dip 





senz resta allora espresso da 


. [T.]. 
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dove Y è razionale [3]. Questa equazione resta vera solo per 
le sostituzioni del gruppo della monodromia. 


[3]. Infatti si ha 


2r z + 2pr 2r 
Xpy,= Xp C05—[— sen —__ sen—, 
n» : VD) n 


z+2pa, i . 
Ora sen è funzione razionale di @), quando si aggiunga 


n 
(come è fatto qui) senz. Ed invero è noto che 


z 
senz=%A sen; 
n 


dove À è un polinomio i cui termini contengono solamente po- 


tenze di cos— e di sen? — , e perciò può ridursi a contenere le 


n 


2a 


z 
sole potenze di cos —. [T.]. 
n 
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Aggiunte dei Traduttori sul metodo di Graffe 
per la risoluzione numerica delle equazioni, 


$ 1. I perfezionamenti di Encke. (*) 


1. Formazione delle successive trasformate. La trasformata 
dell’ equazione f(x) =0 in quella F(y)=0, per la quale 
y=—@?, si ottiene con la seguente regola di facile verifi- 
cazione: Il coefficiente di y* è eguale al quadrato del coeffi- 
ciente di x" diminuito ed aumentato alternativamente dei dop- 
pii prodotti dei termini equidistanti da x", cominciando sem- 
pre dal togliere il doppio prodotto dei coefficienti dei termini 
che comprendono x”. Cioè, se si ha 


COSI Ae Le Len adi 
E(Y) = Pot Pte BI 
si avrà 
ERO, ma DA e, 24n_r-1%n-r+1 gia 2%n-r-9%n-r49 Spi, 


(#) Encke: Allgemeine Auflòsung der numerischen Gleichungen. 
G. di Crelle, 22, 1841, pag. 193-248. — Di questa Memoria D. Mi- 
guel Merino dell’ Osservatorio di Madrid ha pubblicato una tra- 
duzione libera, in ispagnuolo, di 260 pagine con numerosi com- 
menti ed esempi sotto il titolo: Resolucion general de las écua- 
ciones numéricas por el método de Griffe. — Memoria escrita en 
Aleman por J. F. Encke, traducida libremente al Castellano por 
D. Miguel Merino. Madrid, 1879. 
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Per fare questi calcoli si usano utilmente i logaritmi di 
Gauss, come si vedrà meglio negli esempi. 

2. Determinazione dei moduli delle radici. Si supponga che 
l'equazione data f(x) = 0 sia di grado pari 2n; se essa non 
è tale, la si riduca di grado pari moltiplicandola per x. Or- 
diniamo poi le sue radici secondo l'ordine di grandezza de- 
crescente dei loro moduli, e supponiamo dapprima che i mo- 
duli di due radici non complesse coniugate siano differenti. 
Se si moltiplicano fra loro il 1° ed il 2° fattore di primo 
grado di f(x), il 3° ed il 40, e così via, si potrà porre 


fa) = (e +tc+0,) (e? +60 +00)... (02 +#,€+ 0%) 
La pesima trasformata, ponendo 2*= m, sarà della forma 
RA E E ASTORSI, 


OV@ i; ,lg ein Sano convenienti stunzioni delle t, 6.0, 
to © Vg,...;t, € Un rispettivamente; sarà poi p. l'i. 


Allora, se 
gn n 
Er E Cor A 
per m abbastanza grande si avrà 
POT) a m.,, mM e M,, Mm m 

Comi Suri Vg PL SA O Vg v0.Up g°0° 
Quanto ai coefficienti C,, .Cg, «Cox» possono darsi 
due casi: 

1.0 », sia il prodotto di due radici reali a, , 6, di f (x)=0. 
Allora (supposto a,? > b,°) si avrà 

RAS, m m m 1% 
Cop-1 3 VU Va Ur de 


da cui poi 
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Questo caso si manifesterà col fatto che C,,_j tenderà ad 
un limite determinato, mantenendosi da un certo punto in poi 
sempre positivo. 

2.0 +, sia il prodotto di due radici complesse coniugate 


Vo, er, No, er di f(x) =0. 


— Mm,, Mn Mm 
Avremo epr ese VU Ug CCI Vv T-1 do + URRIDIT) ove 


S 


Da RO) 
fe=Rupic0gmo,; 


perciò C,,_j non avrà un limite determinato e potrà essere 
anche negativo, il che sarà un indizio sicuro della presenza 
di due radici complesse coniugate. 

Encke considera poi anche il caso di radici reali eguali 
(in valore assoluto), quello di due o più coppie di radici com- 
plesse coniugate di moduli eguali, ecc. Ma qui non entrere- 
mo in questi particolari, perchè Encke non dà sempre crite- 
.rii generali per distinguere i varii casi ; più sicuro, come si 
vedrà, è sotto questo rapporto il metodo del signor Carvallo, 
che noi esporremo più innanzi. 

3. Determinazione del segno delle radici reali. Sia a il mo- 
dulo di una radice reale di f(x) =0, e si calcoli f(a); se f(a) 
è 0, la radice è + a, e se f(a) non è 0, la radice è — a. 

4 Determinazione ‘degli argomenti delle radici complesse. 
Nell’ equazione 


DIRT, CIO REPAIR MIA, 


si ponga x = r(cos@ + 2seng); separando la parte reale dal- 
l’immaginaria e combinando opportunamente le due equazioni 
ottenute, si ottengono le due equazioni 


r°*cosng + a,r°"”71cos(n — 1)9 + %9r°""2cos(n — 2)p +... + 
+ Con-27°cos(n — 2)9 + %g,_17c08(n — 1) + a, 008n9 = 0, 
r°"“senno + a,r?"7Isen(n — 1)e + c,r°*7?sen(n — 2)p +... — 


—Qon-2T°sen{n — 2)0 — Uon_rsen(n — 1)g — a, ,senng = 0. 
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Ponendo perciò 


9 


CA na 2 ?) e e Qu —- 
Si A e THAI, Ren dot 


= (204) Ca "on Hi EA 
i” Lo n-9? dA) Onu ros Zn1 + An41? Ia Zu + Ln 


/ . . na: 
De 1 be lo 2" yy — lo EA 174 I ) 
"h ers; "n a e n ‘2n-1? 


- (2-4) -2 


— Cano ) nba A=t Pai ht 


le due equazioni, dopo aver diviso per 7°”, diventano 








n 0 0 
Ccosno+ 3 cos(n—1)e+ I cos(n—2)0+...+ ica coso + Si 201? 
ysenno+!! ‘I sen(n-1) +5 sen(n—2)c+...+ dazl seno = 0. 
Ora si ha 
cosng = 2"71cos"o — N on-3608729 hi n(M_3) on-scost 4g DA 
1 i 132 
SRI n— -5)gn- toog=6 Pdl la Ton 90088. 
2.9 È 2.94 
senn9 RE on Rici pre unt 
= 2" 1cos'Tlo — -— 2"7°c0s"7%0 + 
seng 1 
(n-B)(n_ si) Dacipo SENI CO E air n 
1.2 eV) 
pic -— I@ha_- 0 _- Da 3) gn-900s%-9% PE 


1.2.3.4 


perciò le equazioni precedenti, dopo aver posto 


— 2rcosp=# e r°=9Y, 
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diventano 


Gimp atet 4 Bit? 284. +8, [nta — 


—(n_-1)f,t"7° th (n—2)f,t"4. ..] +0? [esd mel "ea 


Mae, (n — 2)(n_-5) re 
DEI E MAI et. 


Lib ELIO —5) ogn-6_ (n-1)(n-5)(n_ _0), er, JE 








1209 oa 1.2.3.4 
— 5)(n — 6 7 
da “pate e )(n—- ) cars -...] Rn) | 
2.3.4 \ 30) 


N-1 DI n-2 DI n-3 n-4 x 
eat ai Sal + Tacisà 


cre — rt — (n — By xt (n — 4)ft75 — ; 
I 





n_-3)(n_-4 : n_4d)n- 
pr [EENOD a AIA o) 








(n-4)(n_5)(n- La peg (n-5)(m-6)(2-7) ns 
vl 152.9 1.2.3 o, | 


sui — ha 60m 7) —8) pid. agi Car 
1.2.3.4 


Ora, quando si sia determinato v (Art. 2), il valore cor- 
rispondente di # in x* + tx + v sarà la radice # comune alle 
(2); perciò bisognerà cercare il M.C.D. dei primi membri 
delle (2). Tale ricerca si semplifica nel modo seguente. 

Si dividano i primi membri delle (2) rispettivamente per { 
e per Y e si ordinino secondo le potenze decrescenti di &; 
indi si sostituiscano ai valori numerici dei coefficienti i loro 
logaritmi, o i complementi dei loro logaritmi se questi sono. 
negativi; si preponga poi a ciascun logaritmo o complemento 
di logaritmo il segno del coefficiente. Siano 


do e 
pia (3) 


6714 et? Lett... 
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i primi membri delle dette equazioni così modificate. Il quo- 
ziente della loro divisione sarà #, ed il resto si otterrà sot- 
traendo dal 1° dei polinomi (3) il 20 moltiplicato per £; se 
questo resto s’indica con 


quEbe n tiibna, 


7 sarà il log. della differenza algebrica fra i numeri che hanno 
per logaritmi 6 ed e, e innanzi ad x sarà da porre il segno 
di questa differenza; analogo significato hanno 7%,; 9,» 
Il vantaggio del metodo sta in ciò, che si divide facilmente 
il resto per il coefficiente della potenza massima; infatti qui 
bastera? p. es. sottrarre n davY;.3/ Ng; +» 
Si abbia così 


At Aida AI DI er tir 


allora si divide nello stesso modo questo polinomio pel 2° dei 
polinomii (3), così via, fino a trovare il M.C.D.; il quale sarà 
in generale lineare, ma potrà in casi particolari essere qua- 
dratico, cubico, ecc. Ciò avverrà quando ad uno stesso v corri- 
sponderanno più #; non vi sarà difficoltà a risolvere l’equazione 
non lineare in #, che eventualmente si presentasse, perchè 
tutte le sue radici saranno reali e quindi ad essa sarà diret- 
tamente applicabile il metodo di Griffe. 

5. Caso di una o di due coppie di radici complesse coniu- 
gate. L'equazione data sia 


DECO LE ear 0 


con le radici reali a, d,...Se l'equazione ha una sola coppia 
di radici complesse conjugate 0e'?, ge7', supposto che a, 
D,...,9 siano già state determinate, 0 si può determinare 
per mezzo dell’equazione 


at+b+...+29ocosì9=—a,. 


Se vi è una seconda coppia di radici complesse coniugate 
ce, ce, e anche o sia stata determinata, 0 ed © si pos- 
sono determinare per mezzo delle due equazioni 


a+5+...+ 290089 + 2ccosw=— 9, 





Las 
—+7+...+ 20 !c0sì +20 !cosw = Dt 
a Dd n 
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In questi due casi si può evitare, come si vede, il calcolo, 
sempre penoso, indicato nell’Art. 4. 
_ 6. Approssimazione ottenuta. Operando coi log. di Gauss, 
si otterranno risultati generalmente esatti nelle prime 5 ci- 
fre; il che nella pratica ordinaria è sufficiente. Encke si è 
occupato anche del caso in cui occorre una maggiore appros- 
simazione, appoggiandosi specialmente al metodo di Newton; 
perciò su questo argomento rimandiamo il lettore ai metodi 
esposti nel testo. 


7. Esempr. 

DORATO ri A 

21) x°+9x4+36x°+36=0 

2%) x°+812x'4—648x3+1944x°—2592x+1296=0 

23) a°-1296x%+11745x4+104976x%+629856x°+1679616x+ 
+1679616=0. 


Di qui cominciamo a calcolare coi logaritmi di Gauss, scri- 
vendo invece dei coefficienti i loro logaritmi e conservando i 
segni dei coefficienti. - 


24) x? + 3,4136425 + 6,2763625 + 8,60926x4 — 9,9100528 + 
+ 10,92186x? + 11,84836x + 12,45042 = 0 | 

25) 001 + 6,4682885 +12,16012x+17,29346x4 + 17,8985128 + 
+ 22,381679x? + 22,41671x + 24,90084 = 0 

26) 27 4+12,75961x5+23,97079x5 +34,58689x4—39,91125x9+ 
+ 44,63668x? — 47,51776x + 49,80168 = 0 

27) x°+25,493932x"+47,63345x5 + 69,17378x4 +79,51832x? + 
+ 89,26074x? + 94,72953x + 99,60336 = 0 

28) x7+50,9874725+94,96298x5+138,34756x4+158,73567x8+ 
+ 178,52144x?+189,15081x+199,20672=0. 
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Il calcolo è finito, perchè i coefficienti di x5, x4, x? e il 
termine noto sono già i quadrati dei corrispondenti coefficienti 
dell’equazione precedente. 

I coefficienti negativi di x e di x nella 6% trasformata mo- 
strano che i coefficienti, che li seguono, determinano due mo- 
duli. Anche il coefficiente di x° è negativo nella 3 trasfor- 
mata; perciò è molto verosimile che anche il coefficiente di x4 
determini un modulo. La 1% radice a è reale, e si ha 


lora 0:08 e opta (VIII OR IE 5S180 
logv,299 = 87,36009. | log vu, = 0;341250" cvf=219405 
ori 2101388000 0-1569 29 ee 100 
log 0,255 = 20,68528 log 3=0,080802  v,=1,20447, 


OVe ©; ,) V) vg sono i quadrati dei moduli delle radici com- 
plesse supposte. 
Nell’equazione data, ridotta alla forma 


(2 + ax? + t,59:+ © )(x° + 190 + vo)(e° + 150 + 03) = 0, 


rimangono da determinare i # corrispondenti ai »v trovati; a 
tale scopo si dovrà da prima portare l’equazione all’8° grado 
(moltiplicandola per «), con che, se essa si scrive 


: aggt+ 2,0" +...+0g=0, 
si ha 


IAT AVIO MESE 
Allora le (1) dànno 
g=1; fi= 67%; fa=0; f3=3; 4 =0, 
Y=liyn=_-6r°%; 9=0;%3=3, 
e le (2) diventano perciò 
#4 — 60788 — 4vt? + (18072 — 8)t + 202 = 0, 
83 + 607%? — Qt — (6072 +3) = 0. 


In questo caso si può cercare il M.C.D. con una certa fa- 
cilità, a cagione diaj=a,=a,='vg=%=0g=0; esi trova 
d05 


bp 
tig laS( a de 


E 
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ponendo in questa successivamente per v i valori v,, 03; Us 
trovati sopra, si giunge a calcolare rispettivamente t, , ty , tg. 
E bene avvertire che questo calcolo non richiede che l’ uso 
dei logaritmi di v,, v,, 3, quando si adoperano le tavole 
di Gauss. Così si trova 


22 + t,00-+ v, = 0? — 1,13289x + 2,19405 
c° + 6,00 + vu, = a° — 1,92464x + 1,43527 
2° + t30 + vg = x? + 1,47553x + 1,20447. 


Tuttavia, per dare un esempio del modo generale di pro- 
cedere, riprodurremo la ricerca del M.C.D. coll’uso dei loga- 
ritmi di Gauss. Noi faremo questo calcolo per v= v,, cioè 
per logv=0,34125; allora si trova 


#4 — 9,7544068 — 0,94331#? + 9,86872f + 0,98353 
#8 + 9,75440t? — 0,64228# — 0,62802 


— 0,0554343 — 0,6422812 + 0,69771t + 0,98353 
#8 + 0,58685£? — 0,64228# — 0,92810 
48 + 9,75440#2 — 0,64228# — 0,62802 


OSTICO — 0,62612 


+ 0,5868542 — 0,49202# — 0,92810 
#2? — 9,905178 — 0,34125 
ARDA A I SITO — 0,10836 


9,90517t + 9,95936 
t + 0,05419. 
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Es. 2. f(a)= a" — 2x°— 3x3 +4x°—5x+6=0. ( Equazione 
proposta da Fourier.) 

21) x? + 405 — 2x0 — 2x4 + 29x38 — 140? — 23x +36 = 0 

2°) 27+20x5—78x°+54x'+589x3+1386x°+1537x+1296=0 
ovvero, cominciando ad usare i logaritmi, 

22) 2x7 + 1,30103x5 + 1,89209x° + 1,73239x4 + 2,77012x3 + 
+ 3,14176x? + 3,18667x + 3,11261=0 

23) a! + 2,38739x5 + 3,70774x° — 4,56350x4 + 5,5856593 + 
+ 5,39859x? — 6,08996x + 6,22522 = 0 

24) x" + 4,69313x5 + 7,6499529 — 9,39198x4+ 11,18557x3 + 
+ 11,94810x? + 11,82750x + 12,45044 = 0 

2°) x7+ 9;37002x5 + 15,34998x° — 18,87658x4 + 22,44623x3+ 
+ 23,75387x? — 24,65849x + 24,90088 = 0 

29) x°+18,73971x°+30,70300x°—37,83535x4+ 44,89718x3 + 
+ 47,76037x? + 49,06887x + 49,80176 = 0 

27) x°+37,47942x5+ 61,40601x%—75,51594x4+89,79441x3+ 
+ 95,49582x? + 97,80854x + 99,60352 = 0 

28) x"+74,95884x5+122,81202x°—151,32153x*+179,58882x5 
+ 190,99129x? + 195,21132x + 199,20704 = 0. 

Qui si chiude il calcolo, perchè, ad eccezione dei coeffi- 
cienti di x* e di x, gli altri sono e restano i quadrati dei 
corrispondenti della trasformata precedente. Avremo perciò tre 


radici reali a, 5, c e due coppie di complesse coniugate. Così 
si ha (prescindendo dai segni di a, d, c) 





loga?50—74,95884: loga?56 =74,95884:; loga =0,292808 
log(a?585250)=122,81202; logb255 = 47,85318: logd =0,186927 
log(a?59p250,,250)=179,58882; logv,?°9=56,77680; logx,=0,221785 
Mat 2190599129; logc?98 —=11,40247; logc =0,044541 
log(a?955?56y,256c256,,256)—199,20704; logv,299= 8,21575; logu,=0,032093. 
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Con semplici sostituzioni si verifica poi che a è positiva e 
b, c negative; perciò si avrà 


a=1,96249 ; b=—1,53790 ; e=—1,10800. 


Ora, poichè abbiamo due coppie di radici immaginarie, la 
determinazione di t,, #, si può fare dipendere (Art. 5) da 
due equazioni lineari. Nel nostro caso si ha ( poichè 


Fe) = (+ a)(x + dx + c)(e° +t,0+0v,)(e° + 190 + 02) ) , 


| ae e PO As] 
dA O E Tp e OI aloe ee ai co 


le quali, espresse in numeri, divengono 
t+t,=+0,68341, 


3,60055t, + 5,57264%, = + 1,25927; 
donde 
i, — 129208005 tt2= — 000910 


Infine l'equazione data, scomposta in fattori, diviene 
(x + 1,96249)(2 — 1,53790)(x? + 1,29258x + 1,66642) x 
X (x — 1,10800)(x? — 0.60917x + 1,07669) = 0. 


$ 2. I perfezionamenti del sig. Carvallo (*). 


8. Definizioni. Il sig. Carvallo premette le seguenti defi- 
nizioni: 
Se z è un numero complesso rappresentato sul piano da un 


(*) E. Carvallo: Extension de la méthode de Griffe. (Annales de 
la Faculté des sciences de Toulouse. T'ome IIl, 1889). 

In questa Memoria il signor Carvallo perfeziona il metodo di 
Griffe in modo da renderlo applicabile anche alle equazioni alge- 
briche a coefficienti complessi, non meno che alle equazioni tra- 
scendenti date dall’annullarsi di funzioni che, entro il cerchio den- 
tro il quale si cercano le radici, siano sviluppabili in serie di 
Taylor. Qui ci limiteremo a riassumere tutto ciò che di questa 
Memoria si riferisce alle equazioni algebriche, tralasciando (come 
già facemmo nel riassunto della Memoria di Encke) ciò che ri- 
guarda i miglioramenti dei valori trovati per le radici in una 
prima approssimazione. 
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certo punto, e z' è un numero complesso rappresentato sul 
piano da un punto vicino a quello, z' si dirà un valore appros- 
simato di 2. 

L'errore assoluto di z' è 2'— 2; la grandezza di questo errore 


(3022 
È . pas | alta mod(z'— 2) 
è mod(z'—z); l errore relativo di 2! è —T———. 


Se e è la grandezza dell’errore assoluto che si tollera su & 
e si ha modz'< €, si dice che 2’ è trascurabile di fronte a 


modz' c uc mods! 


-—— , Cioè ——- sarà minore 
) 
modz mod 2 moda 


dell’errore relativo che si tollera su 2. 

Il signor Carvallo ordina poi le radici dell'equazione data 
secondo l’ ordine di grandezza decrescente dei loro moduli, 
lasciando arbitrario l’ordine di quelle aventi lo stesso modulo, 
e indica le radici e i loro moduli rispettivamente con le let- 
tere greche e latine corrispondenti. 

Se facendo le successive trasformate, come all'Art. 1, una 
radice diventa trascurabile di fronte alla precedente, si dirà 
che le due radici sono separate; inoltre, se avverrà che, a par- 
tire da una certa trasformata, un certo coefficiente sia sem- 
pre il quadrato del corrispondente nélla precedente trasfor- 
mata (essendo i doppi prodotti, che gli si dovrebbero ag- 
giungere, trascurabili di fronte a questo quadrato), si dirà 
che il detto coefficiente è diventato regolare. 

9. Numero delle trasformate necessarie per separare due 
radici consecutive a e 8. Sia e l'errore relativo che si tollera 
su 0; allora si dovrà avere, se n è il numero d’ordine della 


trasformata cercata, 
ANI 
Deco 


z; allora sarà anche 


donde, ponendo 


si ricava 


ove è da notare che %X sarà prossimamente il numero delle 
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cifre esatte che si esigono nella radice. P. es. per kK=3 si 
loek a , dogs ezio 
a 1,6. BM0r Di 1,01 sì trova Fama =+7,8; quindi 


n>9,4, cioè occorrono almeno 10 trasformate per separare 
col regolo a calcolo due radici, i cui moduli non differiscono 





trova 


per più di 0,01 del loro valore. Se il rapporto ; fosse ancora 


più vicino all’1, occorrerebbe un numero molto maggiore di 
trasformate per separare le due radici; sarà quindi utile in 
questo caso considerare, in una prima approssimazione, le 
due radici come eguali, a fine di poter usare del regolo a 
calcolo e non fare più di 10 trasformate. Per separare poi 
queste radici, considerate come eguali, si potrà usare uno dei 
metodi esposti nella P. IILL 

10. TEOREMA FONDAMENTALE. — Affinchè le radici a, ed 
€34; del polinomio f(x)=x"+A,e"T1L.,,.+A,xe""Pt..:+Am 

1 


p 


. . . Ap k . 
siano separate, è necessario e sufficiente che. Toca sia tra- 
p 


1 


ATE 
scurabile di fronte ad (TE per tutti i valori di k e di È. 
DI 
Il polinomio f(x) si separa allora in due frammenti: il pri; 
mo, ottenuto trascurando i termini che seguono A,, dà le 
prime p radici ; il secondo , ottenuto trascurando è termini 
che precedono A,, dà le ultime m—p radici. 

K condizione necessaria. 

Infatti sia a,;, trascurabile di fronte ad a,. Il coefficiente 
A, è uguale, prescindendo dal segno , alla somma dei pro- 
dotti delle radici p a »;j uno di questi prodotti è 2, 4, ...4,- 

P. 1 Fo p 
un altro si ottiene cambiando in questo una almeno delle pri- 
me p radici con una delle seguenti, che sono trascurabili di 
fronte alle prime; perciò tale nuovo prodotto è trascurabile 

p ; 
di fronte al primo e, coll’ approssimazione richiesta dal cal- 
? 
colo, si può prendere 
A,45 contiene il termine @,%9 ...%n:..%p.x ed altri termini 
dello stesso ordine di grandezza o di ordine inferiore. L’or- 
dine del termine A,;, non può dunque sorpassare quello di 
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| MEA, 
GjAg + « + Gy lp31 +-+ Gp+k né l'ordine di — PH può sorpassare 
p 
© . ‘ (| ’ 6 — k 
quello di @,,3 + + + @p44 ; il quale è al più dell’ordine di a*, 4. 


Similmente si ha 


PA, 0g. Apt 0% 





Do 
l’ordine di A,_, è quello di aa, ... a,_1 € "= P_ è dello stesso 
i pl 


ordine di @p_;+1---@p; cioè almeno dell’ordine di gir: Rias- 
sumendo, abbiamo 


1 


PENTA 
4) al più dell’ ordine di @,,,, 


1 


(PE) almeno dell’ordine di a,. 
A 
pl 


Ora, siccome a,,; è p. i. trascurabile di fronte ad a,, sarà 
con la stessa approssimazione 


1 1 
AGE ARS O 
(SED) trascurabile di fronte a CS) MARE (A) 
da A 
qualunque siano & ed 2. 


E condizione sufficiente. 
Infatti sia verificata la condizione (4) e siano 


l 
K il massimo modulo di (Set, 
Aa 
1 
ti. Ica 
L il minimo modulo di =*) (Sa 


p—l 


(#) La dimostrazione di questa seconda parte del teorema è tolta 
da una Nota dello stesso Sig. Carvallo (?2%éorème fondamental 
pour la resolution numérique des équations ) pubbiicata nei Nouvel- 


Petersen — Equazioni algebriche. Vol. II. 12 
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Si ha p. i. K< L. Diamo ad x un valore il cui modulo 
sia compreso fra K ed L. Potremo porre 





mod a e Tie ny Kisdonde K = 


n NjNg 


“ 


essendo n, ed n, numeri > 1. 
Per tale valore di x o per valori di modulo minore avremo 


A gm D+! (E 
pl 
mod —*——_ = mod SPE lc <a 
A gel ) (+ L) ’ 
p sl 
mod A,_ye® Pe! (SY 
mod AG; METTA (DR, 


e pel detto valore di x o per valori di modulo maggiore 
avremo o 


cioè 





A mph A 
LR — mod Sal e ni K*(n, Da alli 
A UP 

p “PD 


mod 








cioè 





mod A p4pae”” ds D (DÌ 


mod AGI 


Ora si ha 








si PEAS: 1 ih 
n; > ni Mens nti D0eSI. 
e 
1 1 1 1 
TRGIICIRITE RALESCO dae 1) 


les Annales de Mathématiques, 3. série, t. X; octobre 1891; nella quale 
VA. ha per maggiore chiarezza lievemente modificata la dimostra- 
zione primitiva. in questa stessa Nota l’A. fa osservare come non 
sia necessario che il numero dei termini dell’ equazione sia finito, 


e che perciò il teorema è ARMI anche ad equazioni tra- 
scendenti. 


land 
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perciò, indicando con S' la somma dei termini che prece- 
dono Ax"? e con S" quella dei termini che seguono Ax” ?, 
si avrà 


1 1 SNSIR: 
mod S' < I odi? penna lea Len Re 6) 
ny, ut Li 

1 1 


1 (030 
mod S" < GSS modi Ag at peo alari, — KIT) 
n 


No irci 1 


d 


donde nell’ ipotesi (5) 





1 1 
mod(S' sz 9") < (— Ta sano AA 
i nali 
à * 1 >” ii n L 
NN 9 ; 
VE a 
TI FRE a KS [6h] 

ni al 2 Ma 9) UULal 


mod(S' +8”) < modA a!" P. 


Nell'ipotesi (5) e per n, > 3, n, > 8, cioè peri valori di x, 


L | 
il cui modulo è compreso fra 3 K ed -—, il termine A_°? 
(9) 


non può dunque ridursi con S'+S", perchè questa somma 
ha un modulo inferiore a quello di Ax", cioè l'equazione 
f(e)= 0 non può essere sodisfatta per valori di x compresi 


L 
fra 3K ad — ; perciò le sue radici si distinguono in due 
gruppi: le une di modulo inferiore a BK, le altre di modulo 
superiore ad —. 
3 
Suppongasi ora K =eL, ove e sia una quantità piccolis- 


sima; per modx < 3K dalla (6) avremo 


1 i 
mod S'< ——- modA.,x" 7? 
D ) 
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i ri . . . . . 
ove n1=g7; perciò, indicando con 0 un numero variabile con. 


ce 
c 


x e di modulo minore di "pron si potrà porre 


S'= 0A, 
Ciò posto, consideriamo la funzione 
fia) = D'EE Astcatza VAI ar dea AO +S", 


che nasce da f(x) col cangiamento di A, in A, - 0A, : è 
evidente che, poichè 0 è sempre piccolissimo finchè modulo 
x<3K, le radici di f(x) =0 di modulo inferiore a 3K deb- 
bono differire pochissimo da quelle di f,(x)=0 (*), cioè da 
quelle dell'equazione 


Ae" P+S"=0, 
50) | L i 
similmente per mod ce > 3 dalla (7) abbiamo 


3E 
m-p 
È Ap ) 


mod s"_ 
1 Sani dE 


(#) Per potere evitare questo postulato (di continuità) si do- 
vrebbe poter rispondere alla seguente quistione: 

Un numero x sodisfa l'equazione 0= f(x) = a ,X+ a,X"714...+ dm; 
i cui coefficienti sono dei valori approssimati (cioè con errori rela- 
tivi minori di un numero dato e) dei coefficienti dell'equazione esatta 
0=F(x)= Ax" + A,x"71+...+ Am. Assegnare un limite all'errore 
commesso sopra questa radice x quando sì sostituisce il polinomio ap- 
prossimato f(x) al polinomio esatto F(x). 

Come avverte il signor Carvallo nella Nota citata, questo dif- 
ficile problema è stato risoluto soltanto in un caso particolare 
dal signor Jablonski (Bulletin scientifique de M. Lebon, 20 Juil- 
let 1889); ma non si deve attendere la sua risoluzione per aver 
fiducia nel metodo qui esposto. Infatti si rifletta che nella pra- 
tica i coefficienti dell’ equazione proposta sono generalmente co- 
nosciuti solo approssimativamente, e basta generalmente che l’e- 
quazione sia approssimativamente sodisfatta. D'altronde si potrà 
poi sempre perfezionare il risultato con delle sostituzioni dirette 
e con l’applicazione del metodo di Newton. 
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sicchè, ponendo 


De (DAVE pi 


L DET 
+ sarà, per mod x > 3 n numero variabile con x, ma di 
modulo sempre inferiore a masse: Allora consideriamo la fun- 


zione 
SA ie i Ali to SESIA II 
che nasce da f(x) cangiando I 0A poichè w è 


L 9 
sempre piccolissimo finchè modx > i potremo ritenere che 


L 
le radici di f(x)=0 di modulo maggiore di n: debbono diffe- 


rire pochissimo da quelle di f,(x) = 0, cioè da quelle dell’e- 
quazione 


S'+ Ae"? =0. 


Concludendo: la radice 4, di f(x) =0 apparterrà anche ad 
fi(®)=0, e perciò a,< 3K; mentre la radice &,,, di f(x) =0 
L 
"gle 


apparterrà anche ad f(x) =0, e perciò ap, > avremo 


dunque 


L 
ap <3R = 31 << <p, 1 


cioè ©, sarà trascurabile rispetto ad @,,,. 

11. Metodo per la risoluzione numerica completa di un’equa- 
zione algebrica qualunque. 

Si farà un numero di trasformate ai quadrati negativi delle 
radici sufficiente per separare le radici (Art. 9); il teorema 
precedente (Art. 10) ci fornirà il criterio necessario e suffi- 
ciente per riconoscere quest’ultima trasformata, come vedremo 
meglio nell’Art. 12. L’equazione si separerà allora in frammenti, 
ciascuno dei quali darà le radici di egual modulo. Se o è il 
modulo delle radici di uno di questi frammenti, 9 si deter- 
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minerà mediante l’estrazione di radice (d’indice uguale al grado 
del frammento) dal modulo del coefficiente del termine di 
grado più basso. 

Ponendo poi 


si otterrà da quel trammento un’ equazione in 2, le cui ra- 
dici saranno tutte reali, poichè dalla (8) si ha 





Perciò le radici di ogni frammento potranno essere deter- 
minate direttamente applicando di nuovo il metodo di Griffe. 

Ora, se per giungere al frammento si sono fatte H trasfor- 
mate, la radice ‘della primitiva corrispondente a oe'? sarà 


gt SATA 
NERE 





e quindi vi sarà indeterminazione nella scelta dell’ argomento 
della radice. Per togliere questa incertezza si osservi che l’ e- 
quazione data e le successive trasformate si possono porre 
sotto la forma 


ro(x°) + We) = 0, 


donde 





perciò si potrà calcolare x, quando sia conosciuto il valore 
di x?, cioè la radice della trasformata successiva. Con suc- 
cessive sostituzioni si potrà dunque passare dalle radici del- 
l’ultima trasformata a quelle della penultima, da quelle di 
questa a quelle dell’antecedente, e così via, fino a pervenire 
alle radici della primitiva. 

È da notarsi che il metodo fa scoprire anche le radici 
eguali; infatti il frammento corrispondente a queste radici 
non potrà ulteriormente frammentarsi applicandovi le succes- 
sive trasformazioni; naturalmente potrà avvenire che le ra- 
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dici del frammento siano eguali senza che siano tali le cor- 
rispondenti radici della primitiva. 

12. Applicazione del teorema dell’ Art. 10.--Per riconoscere 
se la radice @,,; è separata dalla radice «, con l’ approssi- 
mazione €, bisognerà e basterà che per la trasformata che si 
considera sia soddisfatta l’ineguaglianza 


1 1 
AO PATER 
mod (PS) <is' mod (2 ) 
A Api 


per tutti i valori di % e di /. 
In particolare, facendo 2 =%, sarà necessarzo che per tutti 
i valori di & sia 


pì 1 
Act AAP 
mod (pe V<e mod ( cr) 
SE 4 Ap-x 


ovvero 


mod (A,_xAn4k) < RMOOEA RI Ni (A) 


la quale ci dice che 2 prodotti dei coefficienti der termini equi- 
distanti da A,x"""P devono essere trascurabili di fronte ad 

p 3 perciò nella trasformata successiva il coefficiente di x"? 
si ridurrà ad A,°, cioè sarà diventato regolare (Art. 8). Seb- 
bene questo criterio non sia teoricamente sufficiente per es- 
sere certi che «, ed @,,, sono separate, in pratica non con- 
durrà in inganno, se ci saremo assicurati che i doppi pro- 
dotti trascurati non sono scomparsi accidentalmente, ma hanno 
diminuita progressivamente la loro influenza fino a sparire. 
Tuttavia nei casi dubbii si potrà abbastanza facilmente esa- 
minare se la condizione (9), che è anche sufficiente , sia 
soddisfatta. Infatti, prendendo i logaritmi dei due membri, 
avremo 


1 1 
7, [log DOT ie Sl A; < log e + 7 [log AIA 00 A] 


Siccome qui si tratta di paragonare l'ordine di grandezza 
dei rapporti che compaiono nella (9), basterà sostituire ai 
logaritmi le loro caratteristiche; nel caso che si operi col re- 
200 a calcolo, si avrà «=0,001 e perciò per log e si pren- 

erà — 3. 
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13. Pratica del metodo. — In pratica il metodo si applica 
con più semplicità; infatti generalmente avverrà di trattare 
un’ equazione a coefficienti reali. 

Allora le radici reali di quest’ equazione si otterranno di- 
rettamente, come fu indicato nel $ 1 di quest’Appendice. Se 
poi vi è una coppia di radici immaginarie @,, %,41; SUppo- 
nendole separate dalle altre, e indicando con a, il loro mo- 
dulo e con +0 l'argomento, i coefficienti A,_, ed A,,;j Sa- 
ranno regolari ed inoltre si avrà, per la trasformata che se- 
para le radici, 


= i ( 
Per la trasformata successiva si avrà 
d'ala g 20 ap" cos?0 
Dr =2a,°ag°... ap? cos 20. 
[CO 22098 2 
--_ 1 A . . . A p 


Gli angoli 0,20,2°0,... variano rapidamente in modo da can- 
giare spesso di quadrante, cosicchè A, cangia spesso di se- 
gno; ciò è un indizio caratteristico delle radici immaginarie. 
Il trinomio 


M-Pt1 m_-P M_-P1 
AGRO +A,x + Ap41® 


1 
darà le due radici complesse coniugate @,, %,4;- Da queste 
si risalirà (Art. 11) alle radici complesse coniugate corrispon- 
denti della primitiva (*#); se però le coppie di radici com- 
plesse conjugate non sono più di due, è più vantaggioso ri- 
correre al metodo indicato all'Art. 5 di quest’ Appendice. 
Quando vi sono due o più coppie di radici complesse conju- 


gate dello stesso modulo 9, ponendo 2 = SEE sa il frammento 
6 
corrispondente si riduce al grado metà e con sole radici reali; 
si evita così la trasformazione (8) che è meno semplice. 
Infine resta a trattare il caso in cui l'equazione primitiva 


ha radici eguali. Sia a, = @,,1; i coefficienti A,_,, Apy1 PO 


(#). Come si vede, il signor Carvallo evita la ricerca del M.C.D, 
richiesta dal metodo di Encke (Art. 4). 
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tranno supporsi già regolari, e quanto al coefficiente A, 
sl avrà 


A=0%9---Gy-1(%p + Ap41) = 24,49... 0)-30 


1 p° 


(2 Eemni 


Chiamando 19, il coefficiente di x”7? nella trasformata se- 


guente, si avrà 
IRRTATA RO i, 
A pie. A, ne 2Ap-1Apt1 +5 
ed essendo 


NESTA 


O) 
Pp- IL DL 


— 29.22 2 
1%p%p41 = 24,49" + 0° 


2 
pH p_1*p"p Pi 


sl avrà 


— dana. 


(plate SA 2 a pa 
bu =dai gere ata n 


2 
1 2 D 


Perciò il coefficiente A,, senz’ essere regolare, non è inte- 
ramente irregolare: 1 quadrato di A, deve subire la corre- 
zione di un doppio prodotto eguale alla metà di questo qua- 
drato, cioè uguale al risultato della correzione. 

Criteri analoghi si hanno per decidere dell’ esistenza di 
radici triple, quadruple, ecc. 

14. Esempio. Riprendiamo l'equazione proposta da Fourier 


o —-2x° — 3x3 + 4x° — Ber +6=0, 
già risoluta col metodo di Encke (Art. 7). 


Tralasciando il calcolo delle prime cinque trasformate , si 
ha la seguente tabella: 


186 
x° Lau 
2014 0) 
PI 4 
230 11.20 
235. 42244 
24 + 4.494 
poi i-09230 
+18.552 


slo 


—15. 





25+1+18.5516 


2°. 
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q5 


(AS) 


sa 9 
+ 1.78 

+ 3:510 
+ 7.446 
+15.2233 


+80. 498 
+28. 4 


+30. 502 


x3 


O — 3 


fat 
_ dd 729 
+ 154 + 2.589 
— 4.366 + 5.385 
— 9.247 
—18.151 


+11.1534 
+22.2797 


+37. 5604 +34.784 
—38.1250 441. 9 
+33. » +40. » 
+ » 


org » 





-—37. 686 +44.785 


+I 


+1 


+1 


+ 5.250 
+11.586 
+23.564 
+47.318 


+47.256 
-—44. » 


1h — 
+ 81386 + 3.1537 + 3.120 








i 


36 


20 


da 
] 






— 6.123 4+ 6.168 
+12.2825; 


+24.1556 +24.797 


+11.674 


+49.2073 
+48. 900 


+49.1173 +49.635. 
+ 4.1495 + 4.809 





+ 8.233) 
— 8.1184 


+ 8.105 + 9.654 


+16.1102 4 





+11.2558 +15. 440+19.428.1 
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In questo calcolo i numeri in carattere grasso sono le ca- 
ratteristiche dei logaritmi dei numeri cui sono preposti, dei 
quali sono scritte soltanto le prime 3 o 4 cifre, poichè si fa 
uso del regolo a calcolo e non delle tavole di Gauss. Inoltre 
i segni preposti sono quelli dei coefficienti. Così p. es. nella 
5a trasformata si legge che il coefficiente di x*, che è rap- 
presentato da —18.751, è negativo ed ha 19 cifre, di cui le 
prime 3 sono 751. Il calcolo della 68 trasformata è esposto 
per disteso, e p. es. nella colonna «4 troviamo + 37.564 che 
rappresenta il quadrato di 18.751; sotto troviamo — 38.1250 
che è il doppio prodotto (cambiato di segno) dei coefficienti 
di x° e di x* nella 5® trasformata, cioè il doppio prodotto 
di 15.2233 per 22.2797; ancora più sotto troviamo + 85.» 
che è il doppio prodotto (col suo segno) dei coefficienti di 
x° e di 2° nella 5% trasformata, le » indicando che la prima 
cifra, come appare dalla caratteristica, cadrebbe sotto la 52 
cifra di 37.564. Infine sotto a 33. » andrebbe scritto (col 
segno +) il doppio di 24.4556, il quale, avendo soltanto 25 
cifre, si omette. Sotto la lineetta orizzontale si legge poi la 
somma algebrica dei numeri considerati. Ora dall’ ispezione 
dei segni delle colonne «* ed x! segue che le prime 2 ra- 
dici sono reali, le due seguenti complesse conjugate, la 54 
reale e le ultime due complesse conjugate. I 5 primi termini 
della 62 trasformata dànno i MR CLRILI separati delle 4 prime ra- 
dici; gli ultimi, a partire da x°, formano un’ equazione del 
30 grado, che si continua a trattare a parte, riducendovi il 
10° coefficiente all’1 e spingendo il calcolo fino alla trasfor- 
mata 28 per separare la radice reale cei altre due. Indicando 


con a, 8, le radici reali, con re, se'® le immaginarie, 
si ha 

log a84 = + 18,7416; loga = 0,2922; a=1,960 

log (ab)S4 = + 30,7007; logd = 0,1869; b=1,538. 
log2 (abr)4cos640 = — 37,8363; 

log (abr®)54 = + 44,8949; logr=0,1091; r=1,286).(10) 
Jogees8 TRRPEAOTO: logge = 0,0451%t6=10109; 


log 2(cs)?9cos256w = + 15,6435 
10g (cs?)256 =319,00145%l0g's.='0,0168:7s=1,039/ 


PIE ARI Piz ni 


( 
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Per decidere il segno di y scriveremo l'equazione sotto la 
forma 


o(x9— 2x4 — 3x®° — 5) + 4a? +6=0, 


dalla quale risulta manifesto che y è positiva. Inoltre , es- 
sendo il prodotto delle 3 radici negativo, « e { saranno di 
segno contrario, e dalla formola precedente risulta ancora fa- 
cilmente che la negativa è a. 

Quanto agli argomenti 0 ed w, si ha dalle (10) 


log cos 640 = — 1,7375; 640 = 569,9 + 180° + #.360° 
log cos 256 %w = + 1,6229; 256 w= 659,2 +71.360°, 


le quali però, come si vede, lasciano una grande incertezza 
nella determinazione di 0 e di +. Si potrebbero però .deter- 
minare questi argomenti col metodo indicato nell’Art. 4. In- 
vece, essendovi qui soltanto 2 coppie di radici immaginarie, 
si può usare lo stesso metodo indicato da Encke, cioè risol- 
vere il sistema. 


4+0+Y+2rcos0 + 2scosw=0, 


A 1 1 =1 Yar 1 
- +-+-+2r" così + 2871 cosw= 
CITI TEA 


DO) 


DIO 


per mezzo delle quali si trova 


DOO TIA 


FINE DEL VOLUME II ED ULTIMO. 


ERRATA-CORRIGE 


Pag. linea Errata Corrige 
28 2 d. s. « ha indicato » « porta » 
DI 1 « atto » « alto » 
97 3 « dopo » « dove » 
108 9 d. s. « più 2m-4 » « più di 2m—4 » 
TA LORet2 « od una certa fun- « il valore 2, di una certa 
“zione razionale delle funzione razionale delle 
radici il valore z, » radici » 


132 10 d. s. «essadeve perciò es- « esse devono perciò essere 
sere sodisfatta » sodisfatte » 
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LIBRERIA B. PELLERANO IN NAPOLI 


Amanzio D. Trattato di Algebra elementare, 1 vol. in 8°. 
di ‘pag. -b44 Napoli 1999» 2; , Csi Lara Galla 
Amiot A. Nuove lezioni di Geometria Descrittiva riordinate 
ed accresciute di applicazioni alle ombre e del metodo 
dei piani quotati da A. Chevillard. Traduz. eseguita sulla 
ultima ediz. francese dall’Abhbate D. Mazzitelli (Prof. nel 
R. Istituto Nautico di Piano di Sorrento ) 4.* ediz. 1 vol. 
in:8°vron-atlante di 28'tavole. 1890... » 
Per completare i corsi delle R. Scuole di marina e e degli 
Istituti nautici, si è pubblicata un’ Appendice a detta ope- 
ra, che tratta dei poliedri regolari, dell'elica, dell’elicoi- 
de sviluppabile e delle elicoidi gobbe. opuscolo con tavole 
litografate, L. 2 separatamente, e L. 1,50 preso di unito alla 
Geometria. 
Bocquet J. A. Corso elementare di Meccanica applicata, ad 


uso degli Istituti tecnici, delle Scuole Professionali, In- 


dustriali, ecc. e degli operai. Trad. dell’Ing. F. Sinigaglia , 
2 vol. in 12° formanti 406 pag. con 170 fig. nel testo, 1888. 
Caporali E. Memorie di Geometria, edite ed inedite, 1 bel 
vol.fih.:9° consritratto. 1888/54, » 
Ciccone L. e Campanile F. (Professori oGranti dlla Cattedra 
di Fisica nella R.@ giano di Napoli). Corso elementare 
di Fisica proposto come libro di testo pei Licei, gli Istituti 
tecnici, i Collegi militari ele Scuole di Agricoltura. 
Parte I. Meccanica dei solidi e dei fluidi, Acustica e 


Cosmografia, 1 vol. con fig. nel testo 1891 . . . » 
Parte II. Calore, Luce, Elettricità e Magnetismo, 1 vol. 
con 366 fig. nel testo: leggi » 


Franco P.(Prof. pareg. in Mineralogia, dadi ha, Musco 
di Geologia della R. Università di Napoli). — Elementi di 
Mineralogia e Geologia ad uso degli alunni delle Scuole 
per gl’ Ingegneri e degl’ Istituti Tecnici , 1 bel vol. di 
pag. 370 con 108 fig. intercalate nel testo (1883). . » 

Gambardella (prof.) F. Lezioni di Calcolo infinitesimale, 1 
vol. in-8° di pag. 544 con 64 fig. (1885)... > » 

Houel 4. Tables de Logarithmes. à cinq décimales pour les 
nombres et les lignes trigonométriques: suivies des Lo- 
garithmes d’addition et de soustraction ou Logarithmes de 
Gauss, et de diverses tables usuelles, 1 vol.in 8° Paris 1888.» 

Janni V. Lezioni di Algebra PEPE 8 ediz, 1 vol. 
in-5% 1B096. ino, » 

Moreno G. (Prof. nel Dellezio Militare e nell’ Tania muro 
di Napoli). Trattato elementare di Aritmetica, 10* ediz. 
notevolmente migliorata, 1 vol. in 8° 1891. 3 Ae Re 

— Elementi di Algebra, 7* ediz. con ub’A ppendice, 1 vol. 
IR SPTRESBO: Tnt LIA O RI SL TT I I a al 

— Elementi di Geometria, 12% ediz. con una Appendice 
sulla Teoria dell’ Equivalenza, 1 vol. in 8° con 414 fig. 

nel.testo- 1892 4... » 

— Appendice 2° a detta Cogo un fapaisolstto, ‘1892, » 

Sannia e D'Ovidio (Professori delle Università di Napoli e 
Torino). Elementi di Geometria, 8.* ediz. riveduta e cor- 
retta, 1 vol. in 8.° con figure intercalate nel testo. 1891.» 
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